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RESUMO
SILVESTRE, Adriane Lemes. CONCEITOS E PROPRIEDADES DE FUNC¸O˜ES SOB A
O´TICA DO ENSINO BA´SICO. 86 f. Dissertac¸a˜o – Programa de Mestrado Profissional em Ma-
tema´tica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´. Pato
Branco, 2016.
Este estudo apresenta uma proposta de material de apoio docente para o trabalho com o inı´cio
do conteu´do Func¸a˜o, no primeiro ano do Ensino Me´dio. Partindo da exposic¸a˜o do conceito
de func¸a˜o abordado em diferentes bibliografias para enta˜o desenvolver o conteu´do por meio
de propriedades e exemplos envolvendo, em especial, bijetividade, composic¸a˜o e inversa˜o de
func¸o˜es. Encerrado com transformac¸o˜es de gra´ficos de func¸o˜es em geral.
Palavras-chave: Ensino me´dio, Func¸a˜o, conceito.
ABSTRACT
SILVESTRE, Adriane Lemes. . 86 f. Dissertac¸a˜o – Programa de Mestrado Profissional em
Matema´tica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnolo´gica Federal do Parana´. Pato
Branco, 2016.
This study presents a proposal for teaching support materials to work with the beginning of the
Function content in the first year of high school. Starting from the exhibition of the Function
concept addressed in different bibliographies and then develop the content through of properties
and examples involving, in particular, bijectivity, composition and inversion of functions. Ended
with function transformations of graphics general functions.
Keywords: High school, function, concept.
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91 INTRODUC¸A˜O
E´ uma percepc¸a˜o nossa e de muitos professores que atuam na educac¸a˜o ba´sica a
dificuldade que os alunos tem em compreender o conceito de func¸a˜o. Muitos destes alunos
continuam com essa dificuldade por todo o perı´odo escolar, o que acaba por prejudicar seu
desenvolvimento nos conceitos matema´ticos como um todo, por esta dificuldade acarretar num
desinteresse completo pela disciplina de Matema´tica.
Percebemos tambe´m que esta dificuldade na˜o esta´ somente no aluno. Em alguns casos,
o professor tambe´m tem dificuldades em encontrar meios mais palpa´veis para o entendimento
do aluno. Os livros dida´ticos escolares nem sempre abordam o tema com clareza, e os livros de
cursos superiores trabalham o tema de uma maneira muito formal.
Tendo isto em mente, resolvemos nesta dissertac¸a˜o do PROFMAT elaborar um texto
que tivesse uma abordagem intermedia´ria entre a dos livros escolares e a abordagem dos cursos
de nı´vel superior. Nossa ideia, e´ que este material sirva de base para estudos de professores
de matema´tica da educac¸a˜o ba´sica, quando estes desejarem por ventura rever alguns conceitos,
praticar novamente as habilidades de demonstrac¸o˜es teo´ricas e aprimorar seu entendimento de
grande parte dos conteu´dos encontrados sobre o tema func¸o˜es, consolidando sua base especı´fica
de Func¸o˜es.
Diferentemente da forma como a maioria dos livros sobre func¸o˜es trabalha, apresen-
tando os tipos de func¸a˜o uma a uma, e descrevendo suas propriedades, como func¸a˜o linear,
func¸a˜o quadra´tica, func¸a˜o exponencial, etc; aqui trabalharemos sempre com func¸o˜es gerais, e
focaremos em propriedades e conceitos que se aplicam a uma se´rie de func¸o˜es. Faremos uso de
func¸o˜es especı´ficas somente na hora de apresentar exemplos.
Esta dissertac¸a˜o esta´ assim dividida: primeiramente, apresentamos uma justificativa
para o desenvolvimento de tal trabalho. Em seguida, no primeiro capı´tulo, apresentamos um
apanhado histo´rico do conceito de func¸a˜o, observando como o conceito de func¸a˜o foi evoluindo
atrave´s dos anos, com o desenvolvimento do raciocı´nio humano, destacando os principais ma-
tema´ticos e suas contribuic¸o˜es neste to´pico.
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Ja´ no capı´tulo 2, apresentamos o conceito de func¸a˜o como e´ trabalhado nos dias de
hoje, e fazemos uma comparac¸a˜o entre as diferentes maneiras como a definic¸a˜o de func¸a˜o e´
apresentada em alguns livros dida´ticos de nı´vel me´dio e superior. Apresentamos o conceito de
func¸a˜o por meio de diagramas, e tambe´m por meio de fo´rmulas, sempre apresentando exemplos
para ajudar na compreeensa˜o dos conceitos envolvidos. Finalizamos este capı´tulo com uma
breve discussa˜o sobre o gra´fico de um func¸a˜o, bem como a definic¸a˜o e exemplos de igualdade
func¸o˜es sa˜o.
No capı´tulo 3, tratamos de diversas propriedades de func¸o˜es e apresentamos alguns
resultados mais teo´ricos. Comec¸amos definindo as operac¸o˜es entre func¸o˜es: somas, subtrac¸o˜es,
multiplicac¸o˜es e diviso˜es entre func¸o˜es, bem como a multiplicac¸a˜o de um func¸a˜o por um es-
calar. Em seguida, tratamos da composic¸a˜o de duas func¸o˜es. Posteriormente, definimos a
injetividade, a sobrejetividade e a bijetividade de uma func¸a˜o, e apresentamos tambe´m me´todos
de reconhecer tais propriedades atrave´s da ana´lise do seu gra´fico. Na sessa˜o seguinte, juntamos
as sesso˜es anteriores e apresentamos uma se´rie de resultados sobre a composic¸a˜o de func¸o˜es in-
jetoras, sobrejetoras e bijetoras. Na sessa˜o seguinte, apresentamos o conceito de inversa de uma
func¸a˜o e func¸a˜o inversa, suas propriedades, seu gra´fico, e novamente a relac¸a˜o deste conceito
com a ideia de composic¸a˜o de func¸o˜es.
No capı´tulo 4 expomos mais algumas propriedades de func¸o˜es. Iniciamos o capı´tulo
com as func¸o˜es pares e as func¸o˜es ı´mpares, suas propriedades alge´bricas e, principalmente,
suas caracterı´sticas gra´ficas. Em seguida, exibimos as func¸o˜es perio´dicas, novamente com en-
foque na a´nalise do gra´fico. Posteriormente, mostramos o conceito de monoticidade de func¸o˜es,
isto e´, os conceitos de func¸o˜es crescentes, decrescentes, na˜o crescentes e na˜o decrescentes; e
apresentamos tambe´m os conceitos de pontos de ma´ximo e pontos de mı´nimo de um func¸a˜o.
Encerramos este capı´tulo apresentando alguns exemplos de func¸o˜es definidas implicitamente.
No capı´tulo 5, apresentamos as transformac¸o˜es que podem ser feitas numa func¸a˜o, e
como tais transformac¸o˜es alteram o gra´fico da func¸a˜o original. Mostraremos as translac¸o˜es ver-
ticais e horizontais, bem como as compresso˜es e as expanso˜es, tanto horizontais como verticais,
sempre apresentando gra´ficos para exemplificar tais ideias.
Por u´ltimo, apresentaremos uma conclusa˜o e uma lista com as refereˆncias aqui utiliza-
das.
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2 JUSTIFICATIVA
Durante o trabalho com o conteu´do de func¸o˜es, ao lecionar para o primeiro ano do
Ensino Me´dio, tive a percepc¸o˜es da dificuldade dos alunos em compreender e aplicar conceitos,
definir func¸a˜o em diferentes contextos, reconhecer func¸o˜es entre conjuntos na˜o nume´ricos, li-
dar com domı´nio, contradomı´nio e imagem de func¸o˜es e suas relevaˆncias no estudo de func¸o˜es
injetoras, sobrejetoras, bijetoras, func¸o˜es compostas e inversas, ale´m de reconhecer as diferen-
tes representac¸o˜es de uma func¸a˜o. E ainda, no decorrer do curso PROFMAT, nas disciplinas
de Nu´meros e Func¸o˜es Reais e Fundamentos de Ca´lculo, pude notar detalhes e ana´lises que
na˜o me eram comuns, mas que se fazem necessa´rios quando se estuda func¸o˜es e que me for-
taleceriam para as pro´ximas situac¸o˜es de ensino-aprendizagem de func¸o˜es com os alunos do
Ensino Me´dio. Com isso, surgiu o interesse de utilizar minhas percepc¸o˜es e conhecimentos
aprimorados durante o curso do PROFMAT para contribuir para a pra´tica docente deste assunto
na educac¸a˜o ba´sica.
Segundo os Paraˆmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2000), reconhecer
representac¸o˜es equivalentes de um mesmo conceito, relacionando procedimentos associados
a`s diferentes representac¸o˜es, contribui para que ensino de Matema´tica possa resultar em uma
aprendizagem real e significativa para os alunos. Uma func¸a˜o, em suas diferentes representac¸o˜es,
possui cara´ter integrador entre conteu´dos Matema´ticos. E ainda, atrave´s das func¸o˜es pode-se
realizar interpretac¸o˜es de fenoˆmenos naturais e cotidianos, gerando conexo˜es com outras a´reas
do conhecimento.
Nas Diretrizes Curriculares da Educac¸a˜o Ba´sica do Parana´ (PARANA´, 2007) , func¸o˜es
aparecem como um conteu´do estruturante para o Ensino Fundamental e Me´dio. Por meio do es-
tudo deste conteu´do os alunos devem compreender que as func¸o˜es modelam situac¸o˜es naturais e
problemas que atendem a`s necessidades da sociedade. Segundo as DCE, e´ importante compre-
ender a construc¸a˜o dinaˆmica e histo´rica do conceito de func¸a˜o, capaz de provocar explorac¸o˜es
matema´ticas, interligando outros conteu´dos especı´ficos. Para o Ensino Me´dio, e´ necesssa´rio
abordar o conteu´do de forma mais ampla e aprofundada, permitindo assim que a identificac¸a˜o de
regularidades, estabelecimento de generalizac¸o˜es e apropriac¸a˜o de uma linguagem matema´tica
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que descreva e interprete fenoˆmenos matema´ticos e de outras a´reas do conhecimento, ganhando
fundamental relevaˆncia na leitura e interpretac¸a˜o da linguagem gra´fica que facilita a compre-
ensa˜o das varia´veis envolvidas e suas relac¸o˜es.
O estudo de func¸o˜es, seus comportamentos e regularidades, possibilita ao estudante a
capacidade de analisar e compreender situac¸o˜es do seu cotidiano como uma tarifa de estacio-
namento, a durac¸a˜o do efeito de um reme´dio no organismo do ser humano, posic¸o˜es de objetos
mo´veis com relac¸a˜o a um ponto de refereˆncia, receitas culina´rias. Onde sa˜o tratadas func¸o˜es
especı´ficas contidas no currı´culo ba´sico do Ensino Me´dio e por meio de suas propriedades apli-
cadas ao problema em questa˜o, pode-se prever informac¸o˜es e tirar concluso˜es proveitosas para
a sua realidade.
Ale´m da importaˆncia do estudo de func¸o˜es devido a` sua aplicabilidade no cotidiano,
este conteu´do esta´ presente no Exame Nacional do Ensino Me´dio (ENEM), que e´ uma forma dos
alunos concluı´ntes do Ensino Me´dio ingressarem em universidades pu´blicas do paı´s. De acordo
com o (INEP, 2011) , o conteu´do da prova esta´ dividido em quatro a´reas do conhecimento,
entre elas, Matema´tica e suas tecnologias, que em sua matriz de refereˆncias, descreve entre as
competeˆncias:
Competeˆncia de a´rea 4 - Construir noc¸o˜es de variac¸a˜o de grandezas para a compre-
ensa˜o da realidade e a soluc¸a˜o de problemas do cotidiano.
H15 - Identificar a relac¸a˜o de dependeˆncia entre grandezas.
H16 - Resolver situac¸a˜o-problema envolvendo a variac¸a˜o de grandezas, direta ou in-
versamente proporcionais.
H17 - Analisar informac¸o˜es envolvendo a variac¸a˜o de grandezas como recurso para a
construc¸a˜o de argumentac¸a˜o.
H18 - Avaliar propostas de intervenc¸a˜o na realidade envolvendo variac¸a˜o de grande-
zas.
Competeˆncia de a´rea 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem varia´veis socio-
econoˆmicas ou te´cnico-cientı´ficas, usando representac¸o˜es alge´bricas.
H19 - Identificar representac¸o˜es alge´bricas que expressem a relac¸a˜o entre grandezas.
H20 - Interpretar gra´fico cartesiano que represente relac¸o˜es entre grandezas.
H21 - Resolver situac¸a˜o-problema cuja modelagem envolva conhecimentos alge´bricos.
H22 - Utilizar conhecimentos alge´bricos/geome´tricos como recurso para a construc¸a˜o
de argumentac¸a˜o.
H23 - Avaliar propostas de intervenc¸a˜o na realidade utilizando conhecimentos alge´bricos.
E´ possı´vel notar que, o domı´nio do conteu´do de func¸o˜es e´ essencial para um melhor
desempenho e resultado ao estudante que realiza a prova do ENEM.
Visto a importaˆncia do estudo de func¸o˜es na educac¸a˜o ba´sica, tanto por sua aplicabili-
dade, como a presenc¸a deste conteu´do em provas que da˜o acesso ao ensino superior, tem-se por
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objetivo neste trabalho elaborar um material dida´tico de apoio que sirva de aporte ao professor
de matema´tica em sua pra´tica docente ao ensinar tal conteu´do.
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3 UM APANHADO HISTO´RICO DO CONCEITO DE FUNC¸A˜O
A origem do conceito de func¸a˜o ou inı´cio do raciocı´nio funcional sa˜o assuntos de
difı´cil consenso entre diversos autores. Entre as primeiras manifestac¸o˜es de uma relac¸a˜o de
dependeˆncia, encontram-se, cerca de 2000 anos a.C., representac¸o˜es de func¸a˜o nos ca´lculos das
tabelas sexagesimais de quadrados, cubos, raı´zes e exponenciais das ta´buas babiloˆnicas e mais
tarde, na Gre´cia, como figuras geome´tricas nas coˆnicas de Apoloˆnio e nas espirais de Arquime-
des. Esses casos tratavam de situac¸o˜es particulares de dependeˆncia funcional. Nesse perı´odo
na˜o houve tentativa de generalizar alguma relac¸a˜o funcional entre quantidades varia´veis.
O se´culo XIV pode ser visto como o momento em que o conceito de func¸a˜o comec¸a
ser analisado de forma mais geral. O que facilitou esse processo de generalizac¸a˜o do conceito
de func¸a˜o foi a associac¸a˜o da matema´tica com fenoˆmenos naturais. Nessa e´poca os cientistas
ja´ entendiam claramente a relac¸a˜o de dependeˆncia entre grandezas, mas a dificuldade estava
em formaliza´-la. (BOYER, 1974) , destaca Nicole Oresme (1323-1382), como precursor dessa
formalizac¸a˜o, em que antes de 1361 , enquanto estudava um teorema sobre o valor me´dio de
uma forma “uniformemente diforme”, teve a ide´ia de trac¸ar figuras ou gra´ficos mostrando a
forma com que variam as coisas.
Nicole Oresme trac¸ou um gra´fico da velocidade por tempo (velocidade x tempo) para
um corpo que se move com acelerac¸a˜o constante. Ele marcou os pontos referentes ao tempo
(longitudes) ao longo de uma reta horizontal e para cada um destes pontos ergueu um segmento
perpendicular a horizontal em que a medida correspondia a` velocidade(latitudes). Percebeu
enta˜o que as extremidades desses segmentos formavam uma reta. Assim, Nicole Oresme parece
ter percebido que uma func¸a˜o de uma varia´vel pode ser representada por uma curva, pore´m de
forma eficaz usou somente o caso da func¸a˜o linear. Com essa representac¸a˜o gra´fica, pode-se
dizer que Nicole Oresme iniciou um esboc¸o da geometria de coordenadas antes de Descartes e
ainda, que Oresme poderia ter influenciado Descartes.
No se´culo XV, era das Grandes Navegac¸o˜es, houve um grande incentivo aos estudi-
osos, em especial, na astronomia, pois era interessante obter um conhecimento cientı´fico dos
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movimentos dos astros, mare´s, ventos e tudo mais que contribuı´sse para a seguranc¸a e sucesso
das navegac¸o˜es. Cientistas como Leonardo da Vinci (1452 – 1510), acreditavam que a Ma-
tema´tica seria capaz de traduzir esses movimentos, colaborando para que o conceito de func¸a˜o
comec¸asse a se formalizar.
A partir do se´culo XVII, a evoluc¸a˜o da ide´ia de func¸a˜o torna-se mais intensa e ganha
importantes contribuic¸o˜es, como Galileu Galilei (1564 – 1642), que introduziu o tratamento
quantitativo nas suas representac¸o˜es gra´ficas. Rene´ Descartes (1596 – 1650) conseguiu unir
a geometria a` aritme´tica ao explicar o antigo gra´fico de Nicole Oresme e formular o me´todo
das coordenadas, permitindo representar func¸o˜es por meio de gra´ficos. Descartes tambe´m in-
troduziu uma relac¸a˜o de dependeˆncia entre quantidades varia´veis, usando equac¸o˜es em x e y,
possibilitando encontrar os valores de y, usando os valores de x, ou vice-versa, dando, por-
tanto, inı´cio ao me´todo analı´tico para representar func¸o˜es. Paralelamente, Fermat (1601–1655)
tambe´m contribuiu para o processo de representac¸a˜o analı´tica de func¸o˜es. No ano da morte de
Galileu, nasceu Isaac Newton (1642-1727), autor de trabalhos que contribuı´ram efetivamente
no conceito de func¸a˜o. Ao escrever suas ide´ias sobre func¸o˜es, Newton pensava na taxa de
variac¸a˜o, ou fluxo, de quantidades varia´veis continuamente, ou fluentes.
Entre os grandes feitos de Newton com relac¸a˜o a` func¸a˜o, esta´ o desenvolver e expressar
func¸o˜es ou fluentes em se´ries infinitas. Ele fez um excelente trabalho de desenvolvimento da
ide´ia de func¸a˜o, chegando ate´ na tentativa de definir o limite de uma func¸a˜o. Pore´m, a palavra
“func¸a˜o” correspondendo ao objeto matema´tico, so´ foi usada pela primeira vez por Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), ao se referir a “certos segmentos de reta cujos comprimentos
dependiam de retas relacionadas a curvas”. Posteriormente usou para designar o instrumento
matema´tico do movimento e se referir a quantidades dependentes ou a expresso˜es. Em 1697,
Jean Bernoulli (1667-1748) introduz a notac¸a˜o x ou x para a func¸a˜o da varia´vel x, que durou
pouco tempo, ainda usou va´rias notac¸o˜es para uma func¸a˜o da varia´vel x, como a letra grega ,
pore´m a mais pro´xima da notac¸a˜o usada hoje era escrita sem os pareˆnteses “x”. Em um artigo,
em 1718, Jean Bernoulli apresentava a seguinte definic¸a˜o de func¸a˜o: “func¸a˜o de uma quanti-
dade varia´vel e´ uma quantidade composta de alguma maneira desta varia´vel e de quantidades
constantes” (ZUFFI, 1999, p. 03). Sendo esta a definic¸a˜o explı´cita de func¸a˜o mais remota que
se tem conhecimento ate´ hoje.
No se´culo XVIII, aparece Leonard Euler (1707-1783), contribuindo nesta evoluc¸a˜o da
formalizac¸a˜o, definindo func¸a˜o da seguinte forma: “uma func¸a˜o de uma quantidade varia´vel e´
uma expressa˜o analı´tica, composta de alguma maneira desta mesma quantidade e de nu´meros ou
quantidades constantes. Assim, qualquer expressa˜o analı´tica a qual, ale´m da varia´vel z, conte´m
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tambe´m quantidades constantes, e´ uma func¸a˜o de z. Por exemplo: a + 3z; az – 4zz; az + b/ aa –
zz;, etc., sa˜o func¸o˜es de z.” (SIERPINSKA, apud ZUFFI, 1999, p. 12)
De acordo com (BOTELHO, 1992) o conceito de func¸a˜o definido por Euler foi aceito
por muito tempo, pore´m em 1747 o conceito e´ questionado quando D’Alembert (1717-1783)
fala em func¸o˜es arbitra´rias, como a usada para solucionar o problema da equac¸a˜o diferencial da
corda vibrante. A busca pelo conceito ideal de func¸a˜o e´ retomada.
Em 1734, Euler introduz a notac¸a˜o f(x) para representar uma func¸a˜o f da varia´vel
x e em 1755, redefine seu conceito da seguinte forma: “Se algumas quantidades dependem
de outras quantidades de modo que uma alterac¸a˜o nas segundas implique uma alterac¸a˜o nas
primeiras, enta˜o as primeiras sa˜o chamadas de func¸o˜es das segundas”. (YOUSCHKEVITCH,
apud BOTELHO, 1992, p. 119)
Segundo (ZUFFI, 1997) neste perı´odo as definic¸o˜es comec¸am a receber mais rigor,
mas ainda ligadas a`s expresso˜es analı´ticas, o que as distanciavam da definic¸a˜o atual que na˜o
considera que uma func¸a˜o esteja condicionada a uma expressa˜o analı´tica. Augustin Cauchy
(1789-1857) tambe´m deixa sua contribuic¸a˜o na busca do conceito ideal de func¸a˜o, ele a definia
da forma: “Chamam-se func¸o˜es de uma ou va´rias quantidades varia´veis a`s quantidades que
se apresentam, no ca´lculo, como resultados de operac¸o˜es feitas sobre uma ou va´rias outras
quantidades constantes ou varia´veis”. (SIERPINSKA, apud ZUFFI, 1999, p. 13)
A definic¸a˜o aceita ate´ meados do se´culo XX foi a de Peter Gustav Lejeune-Dirichlet
(1805-1859), que em 1837, definiu func¸a˜o da seguinte maneira: “Se uma varia´vel y esta´ rela-
cionada a uma varia´vel x de modo que, ao se atribuir qualquer valor nume´rico a x, existe uma
regra de acordo com a qual um u´nico valor de y e´ determinado, enta˜o y e´ dito ser uma func¸a˜o
da varia´vel independente x”. (SIERPINSKA, apud ZUFFI, 1999, p. 13)
Em 1939, nas publicac¸o˜es de Bourbaki (pseudoˆnimo de um grupo de matema´ticos)
aparece a definic¸a˜o de func¸a˜o aceita atualmente na matema´tica: “Uma func¸a˜o e´ uma tripla
ordenada (X, Y, f), onde X e Y sa˜o conjuntos e f e´ um subconjunto de X x Y, tal que, se
(x,y) ∈ f e (x,y′) ∈ f , enta˜o y = y′ ” (SIERPINSKA, apud ZUFFI, 1999, p. 14).
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4 FUNC¸A˜O
4.1 CONCEITO DE FUNC¸A˜O
Segundo (FLEMMING, 2006), o conceito de func¸a˜o e´ um dos mais fundamentais da
Matema´tica. Nota-se pelo seu papel integrador, seja entre diferentes a´reas da Matema´tica, como
por exemplo a´lgebra e geometria, ou entre a teoria matema´tica e o contexto de cada e´poca, mo-
delando fenoˆmenos de diversos campos do conhecimento, desde situac¸o˜es mais simples a`s mais
complexas. Tal conceito trata da correspondeˆncia entre conjuntos, basicamente da associac¸a˜o
de elementos de um conjunto a elementos de outro conjunto.
Na busca bibliogra´fica por definic¸o˜es de func¸a˜o, foram selecionadas algumas encontra-
das em livros de nı´vel me´dio e superior, que entre palavras ou maneiras diferentes de conceituar
uma func¸a˜o, fornecem concepc¸o˜es pertinentes a este conceito matema´tico.
Para isso adotamos como base a definic¸a˜o apresentada no livro Nu´meros e Func¸o˜es
Reais, do curso PROFMAT, que servira´ de paraˆmetro para as demais definic¸o˜es que apresenta-
remos neste trabalho. Lima define func¸a˜o da forma:
Definic¸a˜o 4.1. Dados dois conjuntos X, Y , uma func¸a˜o f : X → Y (leˆ-se “uma func¸a˜o de X em
Y”) e´ uma regra (ou conjunto de instruc¸o˜es) que diz como associar a cada elemento x ∈ X um
elemento y = f (x) ∈ Y (leia-se “y igual a f de x”). O conjunto X chama-se o domı´nio e Y e´ o
contradomı´nio da func¸a˜o f . Para cada x ∈ X, o elemento f (x) ∈ Y chama-se a imagem de x
pela func¸a˜o f , ou o valor assumido pela func¸a˜o f no ponto x ∈ X. Escreve-se x 7→ f (x) para
indicar que f transforma (ou leva) x em f (x).(LIMA, 2013), (p. 40)
Notamos assim que uma func¸a˜o e´ constituı´da de treˆs objetos: domı´nio, contradomı´nio
e uma regra, que e´ uma relac¸a˜o entre o domı´nio e o contradomı´nio. O domı´nio de uma func¸a˜o
e´ o conjunto onde a func¸a˜o e´ definida, o contradomı´nio e´ o conjunto onde a func¸a˜o toma os
elementos correspondentes do domı´nio, de acordo com a regra, e a regra da func¸a˜o e´ a lei
de correspondeˆncia que permite a associac¸a˜o dos elementos do domı´nio com elementos do
contradomı´nio.
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Em Um Curso de Ca´lculo (GUIDORIZZI, 2001), encontra-se a seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 4.2. Entendemos por uma func¸a˜o f uma terna (A,B,a 7→ b), onde A e B sa˜o dois
conjuntos e a 7→ b, uma regra que nos permite associar a cada elemento a de A um u´nico b
de B. O conjunto A e´ o domı´nio de f e indica-se por D f , assim A = D f . O conjunto B e´ o
contradomı´nio de f . O u´nico b de B associado ao elemento de a de A e´ indicado por f (a) (leia:
f de a); diremos que f (a) e´ o valor que f assume em a ou que f (a) e´ o valor que f associa a a.
Quando x percorre o domı´nio de f , f (x) descreve um conjunto denominado imagem de f e que
se indica por Im f :
Im f = { f (x)|x ∈ D f }
Uma func¸a˜o de f de domı´nio A e contradomı´nio B e´ usualmente indicada por f : A→B
(leia: f de A em B).(GUIDORIZZI, 2001), (p. 37).
Percebemos que os elementos contidos na definic¸a˜o de Lima, tambe´m esta˜o presentes
na definic¸a˜o de Guidorizzi, visto a mesma apresenta a func¸a˜o como uma regra que associa cada
elemento do domı´nio a um u´nico elemento do contradomı´nio, ale´m de definir os conjuntos
domı´nio, contradomı´nio e imagem.
Ja´ em Ca´lculo A, de (FLEMMING, 2006), tem-se:
Definic¸a˜o 4.3. Sejam A e B subconjuntos de R. Uma func¸a˜o f : A→ B e´ uma lei ou regra que
a cada elemento de A faz corresponder um u´nico elemento de B. O conjunto A e´ chamado
domı´nio de f e e denotado por D( f ). B e´ chamado de contradomı´nio ou campo de valores de
f . (FLEMMING, 2006), (p. 12).
Escrevemos:
f : A→ B
x→ f (x)
ou
A
f→ B
x→ y = f (x)
A definic¸a˜o 4.3 embora conceitue regra, domı´nio e contradomı´no, na˜o define o conjunto ima-
gem de uma func¸a˜o, a qual esta´ descrita na definic¸a˜o 4.1, usada como base.
Em um contexto mais formal, temos que dada a func¸a˜o f : A→ B, y = f (x)eX ⊂ A,
define-se a imagem do conjunto X pela func¸a˜o f como sendo { f (x) : x ∈ X} e denota-se por
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f (x). Assim, f (x) { f (x) : x ∈ X} ou y ∈ f (x)⇔ existex ∈ X tal que y = f (x). Em particular,
f (A) chama-se imagem da func¸a˜o.
Dos materiais destinados ao Ensino Me´dio, selecionamos a definic¸a˜o de (DANTE,
2013), do livro Matema´tica: Contextos e Aplicac¸o˜es, volume 1:
Definic¸a˜o 4.4. Dados dois conjuntos na˜o vazios, A e B, uma func¸a˜o de A em B e´ uma regra que
indica como associar cada elemento x ∈ A a um u´nico elemento y ∈ B. (DANTE, 2013), (p. 40)
Nesta definic¸a˜o, o autor na˜o faz considerac¸o˜es acerca dos conjuntos domı´nio, contra-
domı´no e imagem de uma func¸a˜o, como feito na definic¸a˜o do livro Nu´meros e Func¸o˜es Reais.
Nas consultas bibliogra´ficas, verificamos que uma func¸a˜o tambe´m pode ser definida
como um caso particular de uma relac¸a˜o entre elementos de dois conjuntos. Tal fato pode ser
verificado em (NETO, 2012), que define uma relac¸a˜o entre elementos de dois conjuntos:
Definic¸a˜o 4.5. Dados dois conjuntos na˜o vazios X e Y , uma relac¸a˜o de X em Y (ou entre X e
Y , nessa ordem) e´ um subconjunto R do produto cartesiano 1 X ×Y , isto e´, R e´ um conjunto
de pares ordenado do tipo (x,y), com x ∈ X e y ∈ Y . Se R e´ uma relac¸a˜o de X em X, diremos
simplesmente que R e´ uma relac¸a˜o em X. (NETO, 2012), (p. 5) Notac¸a˜o: xRy⇔ (x,y) ∈ XxY .
Exemplo 4.6. o conjunto R = {(x,y) ∈ X ×Y ;x ≥ y}, onde X = {1,2,3} e Y = {2,3,4,5}, e´
uma relac¸a˜o de X em Y que tem por elementos os pares ordenados (2,2), (3,2) e (3,3), ou seja,
R = {(2,2), (3,2), (3,3)}.
Na sequeˆncia, Neto define func¸a˜o:
Definic¸a˜o 4.7. Dados dois conjuntos na˜o vazios X e Y , uma relac¸a˜o f de X em Y e´ uma func¸a˜o
se a seguinte condic¸a˜o for satisfeita:
∀x ∈ X ,∃ um u´nico y ∈ Y ; x f y. (NETO, 2012), (p. 6)
Com isso, tem-se que, se f : X→Y e´ uma func¸a˜o e f (x) = y, enta˜o o par (x,y) ∈ X×Y
e´ relacionado por f , isto e´, satisfaz x f y. Ou seja, uma func¸a˜o pode ser definida como um
conjunto de pares ordenados que satisfazem a` condic¸a˜o da definic¸a˜o 4.7.
A definic¸a˜o acima diferencia-se da definic¸a˜o de Lima por apresentar a func¸a˜o como um
caso particular de uma relac¸a˜o, ale´m de na˜o conceituar os conjuntos domı´nio, contradomı´nio e
1Segundo (LIMA, 2007), o produto cartesiano dos conjuntos X e Y e´ o conjunto XxY cujos elementos sa˜o todos
os pares ordenados (x,y) cuja primeira coordenada pertence a X e a segunda a Y . Portanto, XxY = {(x,y);x ∈ X e
y ∈ Y}.
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imagem de f . Mas seguindo o pensamento descrito na definic¸a˜o 4.1, Neto apresenta uma regra,
neste caso na forma de uma condic¸a˜o que deve ser satisfeita em uma relac¸a˜o.
Adotando a definic¸a˜o 4.5, podemos afirmar que o exemplo 4.6 trata de uma relac¸a˜o
que na˜o e´ func¸a˜o, pois na˜o satisfaz a condic¸a˜o, dado que os pares ordenados (3,2) e (3,3)
relacionam o elemento 3 ∈ X a dois elementos distintos de Y .
Observamos ainda que por meio das definic¸o˜es anteriores, podemos concluir que duas
condic¸o˜es sa˜o necessa´rias e suficientes para que uma regra determine o conjunto de uma func¸a˜o
f : X → Y , ou seja:
1. Na˜o deve haver excec¸o˜es: para todo x ∈ X , a regra deve fornecer f (x) ∈ Y .
2. Na˜o deve haver ambiguidades: para cada x ∈ X , a regra deve fornecer um u´nico
f (x) ∈ Y .
Na pro´xima sec¸a˜o, abordaremos a utilizac¸a˜o de diagramas de setas como ferramenta
de apoio para conceitar uma func¸a˜o.
4.2 FUNC¸A˜O POR MEIO DE DIAGRAMAS
O emprego de diagramas aparece como uma forma de ilustrar a ideia que o conceito
de func¸a˜o oferece. No livro To´picos de Matema´tica Elementar encontra-se um exemplo desta
utilizac¸a˜o:
Sejam dados dois conjuntos na˜o vazios X e Y . Informalmente, uma func¸a˜o f de X em
Y e´ uma regra que associa a cada x ∈ X um u´nico y ∈ Y . Por vezes podemos visualizar uma
func¸a˜o f : X → Y de uma maneira mais concreta por meio de diagramas como o da figura 1.1,
onde cada seta indica que elemento y ∈ Y esta´ associado a cada x ∈ X . (NETO, 2012), (p.2)
Figura 1: exemplo de func¸a˜o f de X em Y
Neste exemplo, f representa uma func¸a˜o de X em Y , ja´ que satisfaz a definic¸a˜o de
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Lima, onde o conjunto X = {1,2,3} e´ o domı´nio, o conjunto Y = {a,b,c,d} e´ o contradomı´nio
e como f (1) = a, f (2) = a e f (3) = c, tem-se que I = {a,c} e´ a imagem de f . O diagrama de
setas, embora na˜o consiga representar todos tipos de func¸o˜es, permite uma concepc¸a˜o menos
abstrata do conceito. A definic¸a˜o de func¸a˜o consente que um ou mais elementos do contra-
domı´nio na˜o possuam correspondentes no domı´nio ou, ainda, que um ou mais elementos do
contradomı´nio possuam mais que um correspondente no conjunto domı´nio. Essas permisso˜es
do conceito sa˜o mostradas no diagrama acima, onde se veˆ, no conjunto contradomı´nio, que o
elemento a “recebe” duas setas e os elementos b e d na˜o “recebem” setas.
Ressaltamos que neste mesmo exemplo, colocando o conjunto Y como domı´nio, o
conjunto X como contradomı´nio e mantendo a associac¸a˜o entre os mesmos elementos, na˜o
teremos mais uma func¸a˜o, pois sobrariam os elementos b e d do domı´nio sem correspondentes
no contradomı´nio e o elemento a do domı´nio possuiria duas imagens em X. Na˜o satisfazendo
as condic¸o˜es 1 e 2 da definic¸a˜o.
Mais dois diagramas sa˜o exibidos, desta vez com exemplos que na˜o correspondem a
func¸o˜es:
Figura 2: exemplos que na˜o satisfazem alguma condic¸a˜o para definir uma func¸a˜o
No primeiro diagrama na˜o existe seta partindo do elemento 1 do conjunto X , ou seja,
esse elemento de X na˜o possui correspondente no conjunto Y , logo na˜o satisfaz a condic¸a˜o 1 da
definic¸a˜o.
No segundo diagrama partem mais de uma seta do elemento 1∈ X , isto e´, um elemento
do conjunto X possui mais de um correspondente no conjunto Y , na˜o atendendo a condic¸a˜o 2
da definic¸a˜o de func¸a˜o.
(FLEMMING, 2006) tambe´m faz uso de diagramas para exemplificar o conceito apre-
sentado:
Sejam A = {1,2,3,4} e B = {2,3,4,5}. f : A→ B dada pelo diagrama abaixo e´ uma
func¸a˜o de A em B.
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E´ possı´vel notar que todos os elementos do conjunto A (domı´nio) possuem uma, e
apenas uma, ligac¸a˜o com algum elemento do conjunto B (contradomı´nio) e, mesmo que o
elemento 4 do contradomı´nio possua duas ligac¸o˜es com elementos do domı´nio, este diagrama
satisfaz as condic¸o˜es 1 e 2 para representar uma func¸a˜o.
Ressaltamos que apesar dos diagramas serem u´teis para a exemplificac¸a˜o de alguns
casos especiais de func¸o˜es, quando o domı´nio e o contradomı´nio sa˜o conjuntos discretos, eles
na˜o podem ser utilizados quando tratamos de func¸o˜es definidas sobre o conjuntos dos nu´meros
reais.
4.3 O CONCEITO EM EXEMPLOS
Exemplo 4.8. (Dante, p. 45) Observe os conjuntos A e B relacionados da seguinte forma: em
A esta˜o alguns nu´meros inteiros e em B, outros. Devemos associar cada elemento de A a seu
triplo em B.
Figura 3: Diagrama e tabela da relac¸a˜o de A em B
O exemplo satisfaz a definic¸a˜o 4.1, pois apresenta os conjuntos domı´nio (conjunto A),
contradomı´nio (conjunto B) e uma regra que associa cada elemento do conjunto A a algum
elemento do conjunto B.
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Note que todos os elementos de A tem correspondente em B e a cada elemento de A
corresponde um u´nico elemento de B. Neste caso, temos uma func¸a˜o de A em B, expressa pela
fo´rmula y = 3x.
Exemplo 4.9. (Flemming, p. 13) Sejam A = {1,2,3,4} e B = {2,3,4,5}.
g : A→ B
x→ x+1,
e´ uma func¸a˜o de A em B. Podemos representar g em diagrama.
Figura 4: Diagrama da func¸a˜o g
Este exemplo mostra o conjunto A como domı´nio da func¸a˜o g, o conjunto B como
contradomı´nio e a lei de associac¸a˜o x→ x+ 1 como a regra que relaciona os elementos dos
conjuntos A e B. Percebemos que cada elemento de A possui um, e somente um, correspondente
em B, contemplando assim a definic¸a˜o de Lima.
Exemplo 4.10. (LIMA, 2007) (p.14) Sejam P o conjunto dos polı´gonos do plano, R o conjunto
dos nu´meros reais e f : P→ R a func¸a˜o que associa a cada polı´gono x sua a´rea f (x).
Aqui temos o conjunto P como domı´nio, o conjuntos dos nu´meros reais como contra-
domı´nio e a regra que faz cada polı´gono corresponder a um nu´mero real, como cada polı´gono
possui um u´nico valor para a´rea, este exemplo satisfaz as condic¸o˜es para representar uma
func¸a˜o.
Exemplo 4.11. (Lima, p. 14) Sejam T o conjunto dos triaˆngulos do plano e R+ o conjunto
dos nu´meros reais positivos. Consideremos a tentativa de definir uma func¸a˜o f : R+→ T pela
regra seguinte: a cada nu´mero real x > 0 fac¸amos corresponder o triaˆngulo f (x), cuja a´rea
e´ x. Evidentemente, ha´ ambiguidades: dado um nu´mero real x > 0, existe uma infinidade de
triaˆngulos cuja a´rea e´ x. A regra na˜o define uma func¸a˜o, pois na˜o satisfaz a condic¸a˜o 2 da
definic¸a˜o.
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Exemplo 4.12. Sejam S o conjunto dos segmentos de reta do plano Π e ∆ o conjunto de retas
desse mesmo plano. A regra que associa a cada segmento AB ∈ S sua mediatriz g(AB) define
uma func¸a˜o g : S→ ∆.
O conjuntos Π e´ o domı´nio, o conjunto ∆ o contradomı´nio e como cada segmento de
reta possui somente uma mediatriz, o exemplo contempla a definic¸a˜o de func¸a˜o.
Exemplo 4.13. A correspondeˆncia que associa a cada nu´mero natural n seu sucessor n+ 1
define uma func¸a˜o s : N→ N, com s(n) = n+ 1, visto que o domı´nio e o contradomı´nio sa˜o o
conjunto dos nu´meros naturais e todo nu´mero natural possui somente um sucessor.
Para que uma regra ou relac¸a˜o defina uma func¸a˜o, o domı´nio e contradomı´nio na˜o pre-
cisam ser necessariamente conjuntos nume´ricos ou matema´ticos. Como veremos nos exemplos
a seguir:
Exemplo 4.14. Considere como domı´nio o conjunto X constituı´do por todos os seres humanos
existentes e como contradomı´nio o conjunto Y com os tipos sanguı´neos, B = {A,B,AB,O}. A
regra que associa cada pessoa ao seu tipo sanguı´neo representa uma func¸a˜o f : X → Y , ja´ que
cada pessoa possui um, e somente um, tipo sanguı´neo.
Exemplo 4.15. Considere uma sala de aula com uma turma de alunos e cadeiras, de modo
que o nu´mero de alunos na˜o ultrapasse o nu´mero de cadeiras, a lei de associac¸a˜o que diz que
cada aluno deve sentar em uma, e apenas uma, cadeira representa uma func¸a˜o, onde o domı´nio
e´ o conjunto constituı´do por todos os alunos da turma, o contradomı´nio e´ o conjunto com as
cadeiras e a imagem e´ o conjunto composto pelas cadeiras que possuem algum aluno sentado.
4.4 FUNC¸A˜O POR MEIO DE FO´RMULAS
Ainda que relac¸o˜es entre conjuntos na˜o nume´ricos possam satisfazer o conceito de uma
func¸a˜o, e´ usual, nas bibliografias que tratam do assunto, a representac¸a˜o de func¸a˜o por meio de
fo´rmulas matema´ticas. Aparecendo tanto em situac¸o˜es estritamente matema´ticas, como em
situac¸o˜es que envolvam outras a´reas do conhecimento. Por exemplo, em (NETO, 2012) temos:
O mais das vezes, trabalharemos com func¸o˜es f : X → Y tais que X ,Y ⊂ R. Em tais
casos, geralmente indicaremos quem e´ o elemento f (x) ∈ Y associado a um elemento
gene´rico x ∈ X por meio de uma fo´rmula em x que explicite uma regra que a func¸a˜o
deva satisfazer. Por exemplo, podemos dizer: considere a func¸a˜o f :R→R dada por
f (x) = x2. Isto quer dizer que a func¸a˜o associa, a cada x ∈ R, seu quadrado x2. Veja
que os requisitos definidores de uma func¸a˜o esta˜o satisfeitos, uma vez que, a cada
x ∈R temos associado um u´nico outro real f (x), qual seja, x2. Assim e´ que, ainda em
relac¸a˜o a esse exemplo, temos f (
√
2) = (
√
2)2 = 2, f (3) = 32 = 9, etc.
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Quando X ,Y ⊂ R e f : X → Y e´ uma func¸a˜o tal que o elemento f (x) ∈ Y associado a
x ∈ X e´ dado por uma fo´rmula em x, denotamos por vezes tal correspondeˆncia escrevendo
f : X → Y
x 7→ f (x)
Assim, a func¸a˜o do para´grafo anterior, que associa a cada x ∈ X seu quadrado x2,
poderia ser denotada da seguinte maneira:
f : R→ R
x 7→ x2
Observemos mais alguns exemplos:
Exemplo 4.16. Um fabricante produz pec¸as para computadores pelo prec¸o de R$ 2,00 cada
uma. Calcula-se que, se cada pec¸a for vendida por x reais, os consumidores comprara˜o, por
meˆs, 600− x unidades. Assim podemos expressar o lucro mensal f do fabricante como func¸a˜o
do prec¸o x da forma f (x) = x(600− x)−2(600− x), ou seja, f (x) = (600− x)(x−2).
Como x representa o valor de venda de cada pec¸a, devemos ter x≥ 0 e como a quanti-
dade mensal vendida sera´ 600−x, temos que 600−x≥ 0, ou seja, x≤ 600. Portanto, o domı´nio
da func¸a˜o e´ D( f ) = (0,+600]. O contradomı´nio e´ R, pois o lucro pode ser zero ou ate´ mesmo
negativo. Neste caso, a empresa estara´ tendo prejuı´zo com a venda do produto.
Exemplo 4.17. (IEZZI G., 2001)(p.108) Considere esta tabela para o ca´lculo do imposto de
renda a ser pago pelos contribuintes em um certo meˆs de 1990.
x i d
Renda lı´quida (Cr$) Alı´quota (%) Parcela a deduzir
ate´ 25.068,00 isento –
de 25.068,01 a 83.561,00 10 2.506,80
acima de 83.561,00 25 n
Considerando x como a renda lı´quida de um contribuinte, o imposto a pagar e´ func¸a˜o
f de x. O contribuinte deve multiplicar a sua renda lı´quida pelo valor da alı´quota e subtrair o
resultado da parcela a deduzir. Ale´m disso, tal func¸a˜o deve ser contı´nua, para na˜o prejudicar
nem beneficiar contribuintes cuja renda lı´quida se situe em faixas distintas da tabela. Note,
por exemplo, que, ao passar da primeira faixa (isentos) para a segunda (alı´quota de 10%), a
parcela a dedizur (2.506,80) na˜o permite saltos no gra´fico.
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a) Utilize os valores de i e d na tabela e deˆ a expressa˜o da func¸a˜o imposto a pagar relativa
a uma renda x, em cada faixa da tabela.
b) Determine o valor de n da tabela para tornar a func¸a˜o obtida no item a) contı´nua.
Soluc¸a˜o: (a) Como dito no enunciado do problema, para cada valor de x em cada
determinada faixa, devemos multiplicar pelo valor da alı´quota e subtrair a parcela a deduzir,
assim:
f (x) =

x.0−0 se 0≤ x≤ 25.068,00
x.10%−2.506,80 se 25.068,00 < x≤ 83.561,00
x.25%−n se x > 83.561,00
Simplificando as expresso˜es, obtemos
f (x) =

0 se 0≤ x≤ 25.068,00
x
10 −2.506,80 se 25.068,00 < x≤ 83.561,00
x
4 −n se x > 83.561,00
(b) Neste caso, basta observar quando ha´ uma mudanc¸a da segunda para a terceira
faixa, o imposto cobrado deve ser o mesmo, logo, n deve satisfazer a equac¸a˜o
83.561,00
4
−2.506,80 = 83.561,00
4
−n.
Resolvendo esta equac¸a˜o, obtemos n = 15.040,95.
4.4.1 O GRA´FICO DE UMA FUNC¸A˜O
Vamos agora introduzir o conceito de gra´fico de um func¸a˜o. Tal conceito e´ muito
interessante para o estudo de func¸o˜es, pois atrave´s dele podemos fazer uma visualizac¸a˜o de
diversas propriedades associadas a`s func¸o˜es. Iremos ver muitas situac¸o˜es onde tal aplicac¸a˜o
sera´ necessa´ria ao longo deste texto. Consideremos enta˜o a seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 4.18. (GUIDORIZZI, 2001)(p.37) Seja f : X → Y uma func¸a˜o. O conjunto
G f = {(x, f (x))|x ∈ X}
denomina-se gra´fico de f ; assim, o gra´fico de f e´ um subconjunto do conjunto de todos os
pares ordenados (x,y) de nu´meros reais.
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Se pensarmos num plano, munido de um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas,
o gra´fico aproximado de f pode ser pensado como o lugar geome´trico descrito pelo ponto
(x, f (x)) quando x percorre o domı´nio de f .
A maneira mais simples de se construir o gra´fico aproximado de uma func¸a˜o e´ atrave´s
da plotagem de alguns pontos da forma (x, f (x)), onde x pertence ao domı´nio da func¸a˜o f , e
depois unir tais pontos atrave´s de um linha contı´nua, se o domı´nio for um intervalo da reta real.
Vamos exemplificar essa ideia atrave´s da func¸a˜o f : R→ R definida por f (x) = x+1.
Inicialmente, vamos calcular alguns valores para a func¸a˜o, para determinar os pares or-
denados, que ira˜o compor os pontos a serem plotados no gra´fico. Tais valores sa˜o apresentados
na tabela abaixo:
x y=x+ 1
-1 0
0 1
1 2
2 3
3 4
Vamos agora plotar tais pontos no plano cartesiano. O resultado deste processo pode
ser visto na figura abaixo (Fonte: Site Brasil Escola2).
Figura 5: Pares ordenados no plano cartesiano
Agora que ja´ temos estes pontos colocados no plano cartesiano, nosso u´ltimo passo e´
unir tais pontos. Com isso, conluı´mos a construc¸a˜o aproximada do gra´fico, que pode ser visto
na figura abaixo (Fonte: Site Brasil Escola3).
2http://brasilescola.uol.com.br/matematica/como-construir-grafico-uma-funcao.
htm
3http://brasilescola.uol.com.br/matematica/como-construir-grafico-uma-funcao.
htm
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Figura 6: Gra´fico da func¸a˜o f definida por f (x) = x+1
Outra propriedade interessante sobre a representac¸a˜o cartesiana, e´ que podemos verifi-
car se uma relac¸a˜o entre dois conjuntos X e Y e´ uma func¸a˜o ou na˜o, somente pela ana´lise de tal
representac¸a˜o. Para isto, basta verificarmos se a reta paralela ao eixo y, conduzida pelo ponto
(x,0), para x∈X , encontra sempre o gra´fico de f em um so´ u´nico ponto (IEZZI G., 2001)(p.82).
Se uma dessas reta na˜o cortar o gra´fico, significa que para aquele valor x, no domı´nio da func¸a˜o,
na˜o possui imagem, e portanto a definic¸a˜o de func¸a˜o na˜o e´ satisfeita. Se, por outro lado, uma
das retas cortar o gra´fico em dois pontos ou mais, para um dado x no domı´nio da func¸a˜o, isso
signica que um mesmo valor no domı´nio possui duas ou mais imagens, o que tambe´m na˜o pode
ocorrer para uma func¸a˜o. Nas figuras abaixo(Fonte: Site Matematiques4), temos dois exemplos
dessas situac¸o˜es:
Figura 7: Gra´fico na˜o representa uma func¸a˜o
Observe que, para o valor x = 1 ∈ D( f ), temos dois valores de imagem. Ou, como
comentamos acima, a reta x = 1 corta o gra´fico em dois pontos. Ja´ na figura abaixo (Fonte: Site
Matematiques5), temos o gra´fico de uma func¸a˜o.
4www.matematiques.com.br
5www.matematiques.com.br
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Figura 8: Gra´fico de uma func¸a˜o
4.4.2 FUNC¸O˜ES IGUAIS
Neste, momento, e´ interessante analisarmos quando duas func¸o˜es sa˜o consideradas
iguais. Para isto, temos a seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 4.19. (IEZZI G., 2001)(p.93) Duas func¸o˜es f : X → Y e g : Z→W sa˜o iguais se, e
somente se, apresentarem:
a) domı´nios iguais, ou seja, X = Z;
b) contradomı´nios iguais, ou seja, Y =W;
c) f (x) = g(x) para todo x do domı´nio.
Vale ressaltar que no item c) f (x) = g(x) para todo x ∈ X ,x ∈ Z.
Isto equivale a dizer que duas func¸o˜es f e g sa˜o iguais se, e somente se, forem conjun-
tos iguais de pares ordenados.
Exemplo 4.20. (IEZZI G., 2001)(p.93) Sejam os conjunto A= {1,2,3} e B= {−2,−1,0,1,2},
e as func¸o˜es de A em B definidas por
f (x) = x−1 e g(x) = x
2−1
x+1
.
Tais func¸o˜es sa˜o iguais, pois:
x = 1⇐ f (1) = 1−1 = 0 e g(1) = 1−1
1+1
= 0,
x = 2⇐ f (2) = 2−1 = 1 e g(2) = 4−1
2+1
= 1,
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x = 3⇐ f (3) = 3−1 = 2 e g(3) = 9−1
3+1
= 2,
ou seja, f = g = {(1,0),(2,1),(2,3)}.
Exemplo 4.21. (IEZZI G., 2001)(p.94) As func¸o˜es f (x) = x e g(x) = |x| de R em R na˜o sa˜o
iguais, pois f (x) = x 6= |x|= g(x) para x < 0.
Ressaltamos que as treˆs condic¸o˜es devem ser satisfeitas para termos duas func¸o˜es
iguais: domı´nios iguais, contradomı´nios iguais e f (x) = g(x), para todo x no domı´nio das
func¸o˜es.
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5 PROPRIEDADES DE FUNC¸O˜ES
5.1 OPERAC¸O˜ES COM FUNC¸O˜ES
Conforme encontramos em (FLEMMING, 2006), podemos adicionar, subtrair, multi-
plicar e dividir func¸o˜es para obter novas func¸o˜es. Essas operac¸o˜es sa˜o definidas como segue,
para func¸o˜es reais. Observamos, antes de continuar, que os livros de Ca´lculo em geral, expo˜em
a expressa˜o da func¸a˜o nos reais, definem o domı´nio como o maior subconjunto de R onde tal
expressa˜o esteja bem definida e usam o contradomı´nio como sendo R. A menos de menc¸a˜o
contra´ria, tambe´m utilizaremos tal ideia aqui.
Definic¸a˜o 5.1. (FLEMMING, 2006)(p.26) Dadas as func¸o˜es f e g, sua soma f + g, diferenc¸a
f −g, produto f .g e quociente f/g sa˜o definidas por:
a) ( f +g)(x) = f (x)+g(x);
b) ( f −g)(x) = f (x)−g(x);
c) ( f .g)(x) = f (x).g(x);
d) ( f/g)(x) = f (x)g(x) .
O domı´nio das func¸o˜es f + g, f − g e f .g e´ a intersecc¸a˜o dos domı´nios de f e g. O
domı´nio de f/g e´ a intersecc¸a˜o dos domı´nios de f e g, excluindo-se os pontos x onde g(x) = 0.
Conforme observamos em (NETO, 2012) (pg.8), uma forma alternativa de definir al-
gumas operac¸o˜es com func¸o˜es, e´ ja´ exigir que as func¸o˜es f e g tenham o mesmo domı´nio: No
contexto de func¸o˜es reais de varia´vel real, temos maneiras padra˜o de construir novas func¸o˜es a
partir de outras ja´ conhecidas, utilizando as operac¸o˜es aritme´ticas do contradomı´nio Rdas mes-
mas. Mais precisamente, dados um conjunto na˜o vazio X ⊂ R, um nu´mero real c e func¸o˜es
reais de uma varia´vel real f ,g : X → R (de mesmo domı´nio!), definimos as func¸o˜es
f +g, f ·g e c · f : X → R
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Pondo
( f +g)(x) = f (x)+g(x), ( f ·g)(x) = f (x) ·g(x), (c · f )(x) = c · f (x),
para todo x ∈ X .
Observamos ainda, que pelo item (c), podemos definir poteˆncias para uma func¸a˜o f
: temos primeiramente ( f . f )(x) = f 2(x). Se repetirmos o processo mais uma vez, obtemos
( f . f )( f )(x) = f 3(x). Repetindo o processo n vezes, obtemos ( f . f . f ... f )(x) = f n(x), para qual-
quer n natural. Se considerarmos n ∈ Z, temos os inversos multiplicativos.
Exemplo 5.2. (FLEMMING, 2006)(p.26) Sejam f (x) =
√
5− x e g(x) =√x−3. Enta˜o:
( f +g)(x) =
√
5− x+√x−3,
( f −g)(x) =√5− x−√x−3,
( f .g)(x) =
√
5− x.√x−3,
( f/g)(x) =
√
5− x√
x−3 .
Como D( f ) = (−∞,5] e D(g) = [3,+∞), enta˜o o domı´nio de f +g, f −g e f .g e´ [3,5].
O domı´nio de f/g e´ (3,5]. O ponto x = 3 foi excluı´do porque g(x) = 0 quando x = 3.
Podemos ainda definir o produto de uma func¸a˜o f por um escalar k ∈ R, ou ainda, o
produto de uma func¸a˜o f por uma func¸a˜o constante.
Definic¸a˜o 5.3. (FLEMMING, 2006) (p.26) Se f e´ uma func¸a˜o e k e´ um nu´mero real, difinimos
a func¸a˜o k f por
(k f )(x) = k. f (x).
O domı´nio de k f coincide como domı´nio de f .
Considere por exemplo a func¸a˜o f : [1,+∞)→ R definida por f (x) =√x2−1. Enta˜o,
se k = 3, temos
(3 f )(x) = 3 f (x) = 3
√
x2−1,
e o domı´nio de 3 f e´ igual ao domı´nio de f , D( f ) = [1,+∞).
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5.2 COMPOSIC¸A˜O DE FUNC¸O˜ES
Nesta sec¸a˜o, introduziremos o conceito de composic¸a˜o entre duas func¸o˜es f e g.
Intuitivamente, a ideia de composic¸a˜o de func¸o˜es e´ a seguinte: se temos uma func¸a˜o que vai de
um conjunto X para um conjunto Y , e outra func¸a˜o que vai de Y para o conjunto Z, sera´ que
existe uma func¸a˜o de vai diretamente de X para Z? Veremos quais sa˜o as condic¸o˜es necessa´rias
e suficientes para que isso acontec¸a, ale´m de uma se´rie de exemplos que nos ajudara˜o a verificar
o me´todo de obtenc¸a˜o da func¸a˜o composta, quando ela existir. Iniciamos enta˜o com a seguinte
definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 5.4. (NETO, 2012)(p.28) Dadas as func¸o˜es f : X→Y e g : Y → Z, a func¸a˜o composta
de f e g (nessa ordem) e´ a func¸a˜o g◦ f : X → Z definida, para cada x ∈ X, por
(g◦ f )(x) = g( f (x)).
Percebemos que o domı´nio da func¸a˜o g deve ser igual ao contradomı´nio da func¸a˜o f .
Como afirma (LIMA, 2007), na pa´gina 20, ao definir func¸a˜o composta.
Na figura abaixo, temos um diagrama que representa a composic¸a˜o de func¸o˜es. Tal
figura foi retirada do site Wikipedia1.
Figura 9: Diagrama de composic¸a˜o de func¸o˜es
Em (FLEMMING, 2006), temos a seguinte observac¸a˜o : O domı´nio de g◦ f e´ o con-
junto de todos os pontos x no domı´nio de f tais que f (x) esta´ no domı´nio de g.
Simbolicamente,
D(g◦ f ) = {x ∈ D( f )| f (x) ∈ D(g)} .
1https://pt.wikipedia.org/wiki/Composicao_de_funcoes, Acesso em 17 de Setembro de
2016.
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Nossa segunda observac¸a˜o e´ sobre a notac¸a˜o g ◦ f : lemos essa expressa˜o como ”g
composta com f ”, ”g cı´rculo f ”ou ainda ”g bola f ”.
De maneira bem geral, a partir dessa definic¸a˜o, percebemos que para encontrarmos a
imagem de x∈ X por g◦ f , precisamos primeiramente encontrar a imagem de f (x)∈Y , e depois
aplicarmos esse valor em g. Como f e g sa˜o func¸o˜es bem definidas, fica fa´cil ver que g ◦ f e´
tambe´m uma func¸a˜o. Vamos ver agora exemplos de composic¸a˜o de func¸o˜es.
Exemplo 5.5. (NETO, 2012)(p.29) Considere as func¸o˜es f ,g : R→ R dadas por f (x) = x2 e
g(x) = 11+x2 . Temos g◦ f e f ◦g func¸o˜es de R em R, com
(g◦ f )(x) = g( f (x)) = 1
( f (x)2)+1
=
1
(x2)2+1
=
1
x4+1
e
( f ◦g)(x) = f (g(x)) = (g(x))2 =
(
1
x2+1
)2
=
1
x4+2x2+1
.
No exemplo acima, observamos algo muito importante: podemos ter f ◦g 6= g◦ f , isto
e´, a ordem com que fazemos a composic¸a˜o das func¸o˜es interfere no resultado final. E´ importante
observarmos tambe´m que nem sempre ambas as composic¸o˜es f ◦ g e g ◦ f sa˜o possı´veis de
construc¸a˜o. Isso ocorre, por exemplo, quando tomamos f : X → Y e g : Y → Z, com X 6= Z.
Entretanto, o que o exemplo acima nos mostra e´ que, mesmo quando X = Z, pode ocorrer de
termos f ◦g 6= g◦ f .
No exemplo abaixo temos uma situac¸a˜o um pouco diferente da anterior:
Exemplo 5.6. (NETO, 2012)(p.30).Sejam f ,g : (0,+∞)→ (0,+∞) func¸o˜es tais que
f (x) =
x2+1
3x2
e ( f ◦g)(x) = x+2
3
.
Encontre a expressa˜o da func¸a˜o g.
Soluc¸a˜o: Segue da definic¸a˜o de func¸a˜o composta que
x+2
3
= ( f ◦g)(x) = f (g(x)) = g(x)
2+1
3g(x)2
,
de modo que
g(x)2+1
3g(x)2
=
x+2
3
,
ou ainda,
3g(x)2+3 = 3(x+2)g(x)2.
Olhando essa expressa˜o como uma equac¸a˜o do primeiro grau em g(x)2, obtemos
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g(x)2 = 1x+1 e, daı´, g(x) =± 1√x+1 , para cada x> 0. Mas, como g deve ter imagem na˜o negativa,
deve ser g(x) = 1√
x+1
, para todo x > 0.
Exemplo 5.7. (IEZZI G., 2001)(p.220) Sejam as func¸o˜es reais f (x) = 3x− 5 e ( f ◦ g)(x) =
x2−3. Determine a lei da func¸a˜o g.
Soluc¸a˜o: Se f (x) = 3x−5, enta˜o trocando-se x por g(x) temos:
( f ◦g)(x) = f (g(x)) = 3g(x)−5,
mas e´ dado que
( f ◦g)(x) = x2−3,
enta˜o
3g(x)−5 = x2−5,
ou seja,
g(x) =
x2+2
3
.
Exemplo 5.8. (IEZZI G., 2001) (p.216) Sejam as func¸o˜es reais f e g, definidas por f (x) =
x2+4x−5 e g(x) = 2x−3.
a) Obtenha as leis que definem f ◦g e g◦ f .
b) Calcule ( f ◦g)(2) e (g◦ f )(2).
c) Determine os valores do domı´nio da func¸a˜o f ◦g que produzem imagem 16.
Soluc¸a˜o: a) A lei que define f ◦ g e´ obtida a partir da expressa˜o de f , trocando-se x
por g(x):
( f ◦g)(x) = f (g(x)) = [g(x)]2+4[g(x)]−5 = (2x−3)2+4(2x−3)−5
( f ◦g)(x) = 4x2−4x−8.
A lei que define g◦ f e´ obtida a partir da lei de g, trocando-se x por f (x):
(g◦ f )(x) = g( f (x)) = 2 f (x)−3 = 2(x2+4x−5)−3
(g◦ f )(x) = 2x2+8x−13.
b) Calculemos f ◦g para x = 2
( f ◦g)(2) = 4.22−4.2−8 = 16,
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e calculando g◦ f para x = 2 temos
(g◦ f )(2) = 2.22+8.2−13 = 11.
c) O problema em questa˜o, resume-se em resolver a equac¸a˜o
( f ◦g)(x) = 16
ou seja,
4x2−4x−8 = 16⇒ 4(x2− x−6) = 0.
Portanto, temos as soluc¸o˜es x = 3 ou x =−2.
Como vimos anteriormente, a operac¸a˜o de composic¸a˜o de func¸o˜es na˜o e´ uma operac¸a˜o
comutativa, mas ela e´ associativa, como podemos obeservar atrave´s da pro´xima proposic¸a˜o,
encontrada em (NETO, 2012), (p.30).
Proposic¸a˜o 5.9. Dadas func¸o˜es f : X → Y,g : Y → Z e h : Z→W, temos
h◦ (g◦ f ) = (h◦g)◦ f .
Demonstrac¸a˜o:
Veja primeiro que ambas h◦ (g◦ f ) e (h◦g)◦ f sa˜o func¸o˜es de X em W . Portanto, para serem
iguais, e´ suficiente que associem, a cada x ∈ X , um mesmo elemento de W . Para isto, basta
notar que
(h◦ (g◦ f ))(x) = h((g◦ f )(x)) = h((g( f (x)))
= (h◦g)( f (x)) = ((h◦g)◦ f )(x).

O que esta proposic¸a˜o nos diz enta˜o e´ que, se tivermos treˆs func¸o˜es f ,g,h que podem
ser compostas (nesta ordem), na˜o precisamos nos preocupar com qual composic¸a˜o realizar pri-
meiro. Ainda, podemos simplificar a notac¸a˜o e simplesmente escrever h ◦ g ◦ f . Observamos
ainda, que podemos generalizar esta ideia e realizar a composic¸a˜o para quatro func¸o˜es ou mais.
Exemplo 5.10. (NETO, 2012)(p.31) Seja f : R \ {−1,1} → R \ {−1,1} a func¸a˜o dada por
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f (x) = 1−x1+x . Para cada n ∈ N, encontre a expressa˜o que define a func¸a˜o
f (n) = f ◦ f ◦ . . .◦ f︸ ︷︷ ︸
n
.
Soluc¸a˜o: Veja primeiro que f (n) : R\{−1,1}→ R\{−1,1}. Agora,
f (2)(x) = ( f ◦ f )(x) = f ( f (x)) = 1− f (x)
1+ f (x)
=
1− 1−x1+x
1+ 1−x1+x
= x,
isto e´, f (2)(x) = IdX , a func¸a˜o identidade de X = R\{−1,1}. Segue daı´ que
f (3)(x) = f ◦ f (2) = f ◦ Idx = f ,
e
f (4)(x) = f ◦ f (3) = f ◦ f = IdX .
Em geral, se ja´ mostramos que f (2k+1) = f e f (2k) = IdX , temos que
f (2k+1) = f ◦ f (2k) = f ◦ IdX = f
e
f (2k+2) = f ◦ f (2k+1) = f ◦ f = IdX .
Logo,segue por induc¸a˜o que f (n) = f quando n for ı´mpar e f (n) = IdX quando n for
par.
Vale ressaltar aqui uma observac¸a˜o sobre a notac¸a˜o que estamos utilizando: quando
escrevemos f 2(x) temos a multiplicac¸a˜o da func¸a˜o f por ela mesma, ou seja, f 2(x) = f (x). f (x).
Ja´ quando temos a notac¸a˜o f (2)(x) temos a composic¸a˜o da func¸a˜o f com ela mesma, ou seja
f (2)(x) = f ◦ f (x).
5.3 BIJETIVIDADE DE FUNC¸O˜ES
Como ja´ vimos em exemplos anteriores, dada uma func¸a˜o f : X → Y , nem sempre
a imagem de f e´ igual ao contradomı´nio Y . Ale´m disso, pode ocorrer de dois elementos dis-
tintos no domı´nio X terem a mesma imagem em Y . Quando estas situac¸o˜es ocorrem, temos
nomenclaturas especiais para tais func¸o˜es, conforme veremos na definic¸a˜o a seguir:
Definic¸a˜o 5.11. (NETO, 2012)(p.32) Uma func¸a˜o f : X → Y e´ dita:
(a) Injetora, ou injetiva ou, ainda, uma injec¸a˜o, se, para todo y ∈ Y , existir no ma´ximo um
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x ∈ X tal que f (x) = y.
(b) Sobrejetora, ou sobrejetiva ou, ainda, uma sobrejec¸a˜o, se sua imagem for todo o conjunto
Y , isto e´, para todo y ∈ Y , existir pelo menos um x ∈ X, tal que f (x) = y.
(c) Bijetora, ou bijetiva ou, ainda, uma bijec¸a˜o, se for ao mesmo tempo injetora e sobreje-
tora.
Temos um modo relativamente eficiente para verificar se uma func¸a˜o f : X → Y e´
injetora: basta verificar se a implicac¸a˜o
f (x1) = f (x2)⇒ x1 = x2, (4)
e´ satisfeita, para todos x1,x2 ∈ X . De maneira semelhante, podemos usar a contra-positiva desta
afirmac¸a˜o:
x1 6= x2⇒ f (x1) 6= f (x2),∀x1,x2 ∈ X .
Notemos que, pela definic¸a˜o acima, uma func¸a˜o f : X →Y e´ sobrejetora se, e somente
se, Im( f ) = Y . (IEZZI G., 2001) (p.222)
A figura abaixo, mostra esta propriedade em um diagrama. (Fonte: Wikipedia2)
Figura 10: Diagrama de uma func¸a˜o sobrejetora
2https://pt.wikipedia.org/wiki/Funcao_sobrejectiva. Acesso em 17 de Setembro de
2016.
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Em termos de diagramas, temos a seguinte situac¸a˜o para representar uma func¸a˜o inje-
tora (Fonte: Wikipedia 3).
Figura 11: Diagrama de uma func¸a˜o injetora
Ja´ para a representac¸a˜o em diagramas de uma func¸a˜o bijetora, temos o seguinte dia-
grama (Fonte: Wikipedia 4).
Figura 12: Diagrama de uma func¸a˜o bijetora.
Exemplo 5.12. (IEZZI G., 2001)(p.224) A func¸a˜o f : N→ N dada por f (x) = 2x e´ injetora,
pois quaisquer que sejam x1 e x2 de N, se x1 6= x2, enta˜o
f (x1) = 2x1 6= 2x2 = f (x2).
Exemplo 5.13. (IEZZI G., 2001)(p.224) A func¸a˜o f : R \ {0} → R definida por f (x) = 1x e´
3https://pt.wikipedia.org/wiki/Funcao_injectiva. Acesso em 17 de Setembro de 2016.
4https://pt.wikipedia.org/wiki/Funcao_bijectiva. Acesso em 17 de Setembro de 2016.
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injetora, pois para quaisquer que sejam x1,x2 ∈ R\{0}, se x1 6= x2, enta˜o
f (x1) =
1
x1
6= 1
x2
= f (x2).
De maneira semelhante, para verificarmos se f e´ sobrejetora, devemos verificar se
para cada y∈Y , podemos obter pelo menos uma soluc¸a˜o x∈ X para a equac¸a˜o f (x) = y. Vamos
analisar esses conceitos atrave´s de alguns exemplos.
Exemplo 5.14. (IEZZI G., 2001)(p.223) A func¸a˜o f : R→ {y ∈ R|y≥ 1} definida por f (x) =
x2+1 e´ sobrejetora, pois, para todo y∈ {y ∈ R|y≥ 1}, existe x∈R tal que y= x2+1, bastando
para isso tomar
x =
√
y−1 ou x =−
√
y−1.
Exemplo 5.15. (NETO, 2012) (p.32) Se X ⊂ R e´ um conjunto na˜o vazio e f : X → X e´ uma
func¸a˜o tal que f ( f (x)) = x para todo x ∈ X, enta˜o f e´ bijetiva.
Soluc¸a˜o: Sejam x1 e x2 nu´meros reais tais que f (x1) = f (x2). De acordo com a
implicac¸a˜o (4), para mostrarmos que f e´ injetiva e´ suficiente provar que x1 = x2. Para tanto,
observe que f (x1) = f (x2) implica f ( f (x1)) = f ( f (x2)) e, daı´, em x1 = x2, pela hipo´tese.
A sobrejetividade de f e´ imediata: fixado y∈Y e tomando x= f (y)∈ X, temos f (x) =
f ( f (y)) = y e, daı´, y ∈ Im( f ).
E´ importante observamos que existem func¸o˜es que na˜o sa˜o nem sobrejetoras e nem
injetoras. Como exemplo, vamos considerar a func¸a˜o f : R→ R definida por f (x) = |x|.
Dado y∈R∗−, ou seja, o conjunto dos nu´meros reais negativos, na˜o existe x∈R tal que
y = |x|. Portanto, f na˜o e´ sobrejetora.
Existem x1 e x2 em R, com x1 e x2 opostos, e portanto x1 6= x2, tais que
|x1|= |x2|.
Portanto, f na˜o e´ injetora.
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5.3.1 RECONHECIMENTO ATRAVE´S DO GRA´FICO
Atrave´s do gra´fico de uma func¸a˜o f , podemos verificar se ela e´ injetora ou sobre-
jetora ou bijetora. Neste caso, e´ necessa´rio analisarmos o nu´mero de pontos de intersec¸a˜o das
retas paralelas ao eixo dos x, conduzidas por cada ponto (0,y) em que y ∈ Y (contradomı´nio de
f ).(IEZZI G., 2001)(p.225).
• Primeiro caso: Se cada uma dessas retas cortar o gra´fico em um so´ ponto ou na˜o cortar o
gra´fico, enta˜o a func¸a˜o e´ injetora.
Figura 13: Gra´fico de uma func¸a˜o f , onde f : R→ R, na˜o injetiva.
Ja´ para o caso de uma func¸a˜o injetiva, considere func¸a˜o que pode ser visto na figura
abaixo.
Figura 14: Gra´fico de uma func¸a˜o f , onde f : A→ B, injetiva.
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• Segundo caso: Se cada uma das retas cortar o gra´fico em um ou mais pontos, enta˜o a
func¸a˜o e´ sobrejetora. Observe que devemos considerar as retas relativas a todos os pontos
do contradomı´nio da func¸a˜o.
Podemos ver esta situac¸a˜o na figura abaixo:
Figura 15: Gra´fico de uma func¸a˜o f , f : A→ B, sobrejetora
No gra´fico abaixo, temos a situac¸a˜o de um func¸a˜o que na˜o e´ sobrejetora.
Figura 16: Gra´fico de uma func¸a˜o f , f : A→ B, na˜o sobrejetora
Observe que existem pontos do contradomı´nio que na˜o interceptam o gra´fico.
• Terceiro caso: Se cada uma dessas retas cortar o gra´fico em um so´ ponto, enta˜o a func¸a˜o
e´ bijetora.
Para este caso, temos a figura abaixo.
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Figura 17: Gra´fico de uma func¸a˜o f , f : [1,3]→ [3,5], bijetora
Observamos que todas as figuras desta subsec¸a˜o foram retiradas do Site Objetivo
Conteu´do Online5.
5.3.2 COMPOSTAS DE INJETORAS E SOBREJETORAS
Uma questa˜o que pode surgir neste momento e´ a seguinte : se fazemos a composic¸a˜o
de duas func¸o˜es injetoras, o resultado sera´ uma func¸a˜o injetora ? E se fazemos a composic¸a˜o
de duas func¸o˜es sobrejetoras, o que podemos esperar da func¸a˜o resultante ? Na proposic¸a˜o a
seguir, veremos como se comportam as func¸o˜es injetoras, sobrejetoras e bijetoras em relac¸a˜o a`
composic¸a˜o:
Proposic¸a˜o 5.16. (NETO, 2012)(p.33) Sejam f : X → Y e g : Y → Z func¸o˜es dadas. Enta˜o:
(a) g◦ f injetora⇒ f injetora, mas a recı´proca nem sempre e´ verdadeira.
(b) g◦ f sobrejetora⇒ g sobrejetora, mas a recı´proca nem sempre e´ verdadeira.
(c) g, f injetoras⇒ g◦ f injetora.
5http://conteudoonline.objetivo.br
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(d) g, f sobrejetoras⇒ g◦ f sobrejetora.
(e) g, f bijetoras⇒ g◦ f bijetora.
Demonstrac¸a˜o:
(a) Para x1 e x2 em X , temos que
f (x1) = f (x2) ⇒ g( f (x1)) = g( f (x2))
⇒ (g◦ f )(x1) = (g◦ f )(x2)
⇒ x1 = x2,
onde, na u´ltima passagem, utilizamos o fato de g◦ f ser injetora.
Temos agora que dar um exemplo no qual f seja injetora, mas g ◦ f na˜o o seja. Para
tanto, basta tomarmos
X = Y = Z = R, f (x) = x e g(x) = x2.
(b) Escolhido arbitrariamente z ∈ Z, a sobrejetividade de g◦ f garante a existeˆncia de
pelo menos um x ∈ X tal que z = (g ◦ f )(x). Mas, daı´, z = g( f (x)), de sorte que g tambe´m e´
sobrejetora.
Para o exemplo necessa´rio a` segunda parte, tomemos novamente
X = Y = Z = R,g(x) = x e f (x) = x2.
(c) Utilizando sucessivamente as injetividades de g e f , temos, para x1 e x2 em X , que
(g◦ f )(x1) = (g◦ f )(x2) ⇒ g( f (x1)) = g( f (x2))
⇒ f (x1) = f (x2)
⇒ x1 = x2,
e g◦ f tambe´m e´ injetora.
(d) Escolhido arbitrariamente z∈ Z, a sobrejetividade de g garante a existeˆncia de y∈Y
tal que z = g(y).
Por outro lado, a sobrejetividade de f assegura a existeˆncia de x ∈ X tal que f (x) = y.
Enta˜o temos
(g◦ f )(x) = g( f (x)) = g(y) = z,
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de modo que g◦ f tambe´m e´ sobrejetiva.
(e) Segue dos itens (c) e (d) que
g e f bi jetoras ⇒ g e f in jetoras e sobre jetoras
⇒ g◦ f in jetora e sobre jetora
⇒ g◦ f bi jetora.

Temos tambe´m o seguinte resultado:
Proposic¸a˜o 5.17. (MONTEIRO, 1978)(p.38) Se as func¸a˜o f : X → Y e g : Y → X sa˜o tais que
g◦ f = IdX , enta˜o f e´ injetora e g e´ sobrejetora.
Demonstrac¸a˜o:
Seja x um elemento qualquer de X e ponhamos f (x) = y, logo y ∈ Y . Temos
x = IdX(x) = (g◦ f )(x) = g( f (x)) = g(y),
portanto, g e´ sobrejetora.
Sejam x1 e x2 dois elementos quaisquer de X e suponhamos que f (x1) = f (x2). Temos
x1 = IdX(x1) = (g◦ f )(x1) = g( f (x1)) = g( f (x2)) = (g◦ f )(x2) = IdX(x2) = x2.
Portanto, f e´ injetora.

5.4 FUNC¸A˜O INVERSA
No conjunto de todas as func¸o˜es f : X → Y , aquelas que sa˜o bijec¸o˜es sa˜o as que
possuem uma caracterı´stica muito especial: os elementos de X e Y esta˜o em correspondeˆncia
biunı´voca, ou seja, a cada elemento x ∈ X corresponde um u´nico elemento de Y via f ,e vice-
versa (NETO, 2012). Nosso questionamento neste momento e´ o seguinte: sera´ que existe uma
func¸a˜o g : Y → X que fac¸a o ”caminho contra´rio”da func¸a˜o f ? Em caso afirmativo, como
encontra´-la? Nosso objetivo nesta sessa˜o e´ responder a tais questionamentos. Vamos comec¸ar
com a seguinte definic¸a˜o:
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Definic¸a˜o 5.18. (LIMA, 2007)(p.21) Dadas as func¸o˜es f : X → Y e g : Y → X, diremos que g e´
uma inversa a` esquerda para f quando g◦ f = IdX : X → X, ou seja, quando g( f (x)) = x para
todo x ∈ X.
Proposic¸a˜o 5.19. (LIMA, 2007)(p.22) Uma func¸a˜o f : X → Y possui inversa a` esquerda se, e
somente se, e´ injetiva.
Demonstrac¸a˜o:
Se f e´ injetiva, para cada y∈ f (X) existe um u´nico x∈X tal que y= f (x). Escrevemos x= g(y).
Isto define uma func¸a˜o g : f (X)→ X tal que g( f (x)) = x para todo x ∈ X. Completamos
a definic¸a˜o de g : Y → X pondo, por exemplo, g(y) = x0 (elemento que fixamos em X) para
y ∈ Y \ f (X). Obtemos g : Y → X tal que g◦ f = IdX .
Reciprocamente, se a inversa a` esquerda existe, a injetividade segue da proposic¸a˜o
5.17.

Como exemplo, consideremos a func¸a˜o injetiva f : R→ R dada por f (x) = 3x, e a
func¸a˜o g : R→ R dada por g(y) = y3 . Vamos verificar que g e´ uma inversa a` esquerda para a
func¸a˜o f . De fato, temos
(g◦ f )(x) = g( f (x)) = g(3x) = 3x
3
= x,∀x ∈ R.
No exemplo a seguir, trataremos da possibilidade de na˜o unicidade da inversa a` es-
querda de uma func¸a˜o.
Exemplo 5.20. (LIMA, 2007)(p.21) Sejam A o conjunto dos nu´meros reais maiores ou iguais a
zero e Ro conjunto de todos os nu´meros reais. Consideremos f : A→R, definida por f (x) = x2,
e g : R→ A, definida por g(y) =√y se y≥ 0 e g(y) = 0 se y < 0. Logo g◦ f = IdA e, portanto,
g e´ uma inversa a` esquerda de f . Note-se que qualquer func¸a˜o h : R→ A, tal que h(y) =√y
para y ≥ 0, e´ uma inversa a` esquerda de f . (A definic¸a˜o dos valores h(y) para y < 0 pode ser
qualquer, sem que fique afetada a igualdade h◦ f = IdA).
Definic¸a˜o 5.21. (LIMA, 2007)(p.22) Uma func¸a˜o g : Y → X chama-se inversa a` direita de uma
func¸a˜o f : X → Y quando f ◦g = IdY : Y → Y , ou seja, quando f (g(y)) = y para todo y ∈ Y .
Assim, como na definic¸a˜o anterior, temos uma propriedade para esta situac¸a˜o:
Proposic¸a˜o 5.22. (LIMA, 2007)(p.22) Uma func¸a˜o possui inversa a` direita se, e somente se, e´
sobrejetiva.
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Demonstrac¸a˜o:
Seja f : X→Y sobrejetiva. Enta˜o, para cada y∈Y , o conjunto f−1(y) na˜o e´ vazio. Escolhamos,
para cada y ∈ Y , um x ∈ X tal que f (x) = y e ponhamos g(y) = x. Isto define uma func¸a˜o
g : Y → X tal que f (g(y)) = y. Logo, g e´ uma inversa a` direita de f .
Reciprocamente, se existe g : Y → X com f ◦ g = IdY enta˜o, para cada y ∈ Y , esco-
lhendo x = g(y), temos f (x) = f (g(y)) = y. Logo, f e´ sobrejetiva.

Exemplo 5.23. (LIMA, 2007)pg.22 Seja f : N→ N definida por f (1) = 1 e, se x > 1, f (x) =
nu´mero de fatores primos distintos que entram na composic¸a˜o de x. Definamos g :N→N pondo
g(y) = menor nu´mero natural que e´ o produto de y fatores primos distintos. Enta˜o, para todo
nu´mero natural y, temos f (g(y)) = y. Logo, f ◦g = IdN e, portanto, g e´ uma inversa a` direita
para f . Outras func¸o˜es h : N→ N poderiam ser definidas com a propriedade f ◦h = IdN. Por
exemplo, poderı´amos por h(y)= menor nu´mero natural divisı´vel por 13 que e´ o produto de y
fatores primos distintos.
Como exemplo, consideremos a func¸a˜o sobrejetiva f :R→ [0,+∞) dada por f (x) = x2
e a func¸a˜o g : [0,+∞)→ R dada por g(y) = √y. Vamos mostrar que g e´ um inversa a` direita
para a func¸a˜o f . De fato,
( f ◦g)(y) = f (g(y)) = f (√y) = (√y)2 = y.
Pelo que vimos ate´ enta˜o, observamos que podemos definir uma func¸a˜o inversa utili-
zando as definic¸o˜es e proposic¸o˜es que vimos acima: Uma func¸a˜o g : Y → X chama-se inversa
da func¸a˜o f : X → Y quando
g◦ f = IdX e f ◦g = IdY ,
isto e´, quando g e´ inversa a` direita e a` esquerda para f . Ressaltamos que neste caso, precisamos
que a func¸a˜o f seja uma bijec¸a˜o.
Em termos de notac¸a˜o, e´ mais comum utilizarmos a expressa˜o f−1 para indicar a in-
versa de uma bijec¸a˜o f : X → Y . O expoente -1 na notac¸a˜o da func¸a˜o na˜o tem nenhum sig-
nificado aritme´tico; ele simplesmente chama a atenc¸a˜o para o fato de que f−1 faz o caminho
inverso de f , isto e´, aplica Y em X , em vez de X em Y , revertendo as setas das associac¸o˜es feitas
por f . (NETO, 2012)(p.40).
Proposic¸a˜o 5.24. (IEZZI G., 2001)(p.240) Seja f uma func¸a˜o bijetora de X em Y . Se f−1 e´ a
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func¸a˜o inversa de f , enta˜o
f−1 ◦ f = IdX e f ◦ f−1 = IdY .
Demonstrac¸a˜o:
A demonstrac¸a˜o segue das seguintes relac¸o˜es, onde temos f (x) = y:
∀x ∈ X ,( f−1 ◦ f )(x) = f−1( f (x)) = f−1(y) = x
para a primeira propriedade, e
∀y ∈ Y,( f ◦ f−1)(y) = f ( f−1(y)) = f (x) = y,
para a segunda.

Temos tambe´m o seguinte corola´rio das proposic¸o˜es anteriores:
Corola´rio 5.25. Se uma func¸a˜o f : X → Y possui func¸a˜o inversa, enta˜o ela e´ u´nica.
Demonstrac¸a˜o:
Suponhamos que g : Y → X e h : Y → X sejam ambas inversas para f . Enta˜o
h = h◦ IdY = h◦ ( f ◦g) = (h◦ f )◦g = IdX ◦g = g.

Temos ainda a seguinte proposic¸a˜o:
Proposic¸a˜o 5.26. Se f : X→Y e g : Y → Z sa˜o func¸o˜es bijetoras, enta˜o g◦ f : X→ Z e´ bijetora
e
(g◦ f )−1 = f−1 ◦g−1.
Demonstrac¸a˜o:
Ja´ sabemos, pelo item (e) da Proposic¸a˜o 5.16, que g ◦ f e´ bijetora. Por outro lado, como
(g◦ f )−1 e f−1 ◦g−1 sa˜o ambas func¸o˜es de Z em X, a fim de verificar que
(g◦ f )−1 = f−1 ◦g−1
e´ suficiente pela unicidade de inversa, mostrar que
( f−1 ◦g−1)◦ (g◦ f ) = IdX
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e
(g◦ f )◦ ( f−1 ◦g−1) = IdZ.
Temos enta˜o para x ∈ X
( f−1◦g−1)◦(g◦ f )(x) = ( f−1◦(g−1◦g)◦ f )(x) = ( f−1◦(IdY ◦ f ))(x) = ( f−1◦ f )(x) = IdX(x)
e analogamente para z ∈ Z
(g◦ f )◦ ( f−1 ◦g−1)(z) = (g◦ ( f ◦ f−1)◦g−1)(z) = (g◦ (IdY ◦g−1))(z) = (g◦g−1)(z) = IdZ(z),
onde em ambas as provas utilizamos a associatividade da composic¸a˜o de func¸o˜es.

Com os resultados que vimos ate´ agora sobre func¸o˜es inversas, podemos determinar
quando um func¸a˜o e´ uma bijec¸a˜o atrave´s da ideia de func¸o˜es inversas. Tal resultado e´ apresen-
tado no seguinte resultado:
Proposic¸a˜o 5.27. (MONTEIRO, 1978) Uma func¸a˜o f : X → Y e´ uma bijec¸a˜o se, e somente se,
existem func¸o˜es g : Y → X e h : Y → X tais que
g◦ f = IdX e f ◦g = IdY .
Neste caso, tem-se g = h = f−1.
Demonstrac¸a˜o:
Se f e´ uma bijec¸a˜o de X em Y , tomamos g = h = f−1 e claramente temos
g◦ f = IdX e f ◦g = IdY .
Reciprocamente, suponhamos que existam func¸o˜es g e h de Y em X tais que
g◦ f = IdX e f ◦g = IdY
sejam verdadeiras. De g◦ f = IdX resulta, em virtude da proposic¸a˜o 5.17, que f e´ injetora e de
f ◦h = IdY resulta, conforme a mesma proposic¸a˜o, que f e´ sobrejetora. Portanto, f e´ bijetora.
Falta demonstrar que as relac¸o˜es
g◦ f = IdX e f ◦g = IdY
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implicam g = h = f−1. Seja y um elemento qualquer de Y e ponhamos f−1(y) = x, logo,
f (x) = y. Temos
f−1(y) = x = IdX(x) = (g◦ f )(x) = g( f (x)) = g(y),
portanto g = f−1.
Por outro lado, sabemos que
g◦ IdY = g e Idx ◦h = h,
logo, em virtude de
g◦ f = IdX e f ◦g = IdY
e da proposic¸a˜o 5.9, temos
g = g◦ IdY = g◦ ( f ◦h) = (g◦ f )◦h = IdX ◦h = h,
e portanto g = h = f−1.

Corola´rio 5.28. (MONTEIRO, 1978) Se f e´ uma bijec¸a˜o de X em Y , enta˜o sua inversa f−1
e´ uma bijec¸a˜o deY em X e, ale´m disso, ( f−1)−1 = f . A demonstrac¸a˜o deste corola´rio segue
diretamente da proposic¸a˜o acima. Temos portanto, que a inversa da inversa de uma func¸a˜o, e´ a
pro´pria func¸a˜o.
Uma outra maneira de definir a func¸a˜o inversa de uma func¸a˜o e´ a seguinte maneira:
Definic¸a˜o 5.29. (NETO, 2012)(p.39) Seja f : X → Y uma bijec¸a˜o dada. A func¸a˜o inversa de f
e´ a func¸a˜o g : Y → X tal que, para x ∈ X ,y ∈ Y temos
g(y) = x⇔ y = f (x).
Observamos tambe´m, na definic¸a˜o acima apresentada, que e´ estritamente necessa´rio
que a func¸a˜o seja uma bijec¸a˜o para podermos definir sua inversa. Assumindo que isso seja
possı´vel, surge agora o problema de como encontrar tal func¸a˜o. Tal tarefa e´ um pouco mais
complicada do que obter a composic¸a˜o de func¸o˜es, mas veremos atrave´s de alguns exemplos a
seguir, como determinar a func¸a˜o inversa de uma bijec¸a˜o dada. De maneira geral, vamos pensar
o seguinte: dada a bijec¸a˜o f : X→Y , fixado y∈Y , como f−1(y) = x se, e somente se, f (x) = y,
a fim de explicitar f−1(y) = x, basta resolvermos, para x ∈ X , a equac¸a˜o f (x) = y. (NETO,
2012)(p.40).
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Exemplo 5.30. (NETO, 2012)(p.40) Sejam a e b reais dados, sendo a 6= 0, e considere a func¸a˜o
afim f : R→ R dada por f (x) = ax+b. Mostre que f e´ uma bijec¸a˜o e calcule sua inversa.
Soluc¸a˜o: Note inicialmente que
f (x) = y⇔ ax+b = y⇔ x = y−b
a
.
Por outro lado, a definic¸a˜o de f−1 exige que tal valor de x deve ser exatamente igual
a f−1(y), de maneira que
f−1(y) =
y−b
a
.
Vamos agora verificar que a func¸a˜o encontrada e´ realmente uma inversa a` esquerda e
a` direita para a func¸a˜o f :
( f−1 ◦ f )(x) = f−1( f (x)) = f−1(ax+b) = (ax+b)−b
a
=
ax
a
= x,
e
( f ◦ f−1)(y) = f ( f−1(y)) = f (y−b
a
) = a
y−b
a
+b = y−b+b = y.
Exemplo 5.31. (NETO, 2012)(p.40) Uma discussa˜o ana´loga a` do exemplo acima garante que
a inversa da func¸a˜o identidade IdX do conjunto X 6= /0 e´ ela mesma, isto e´, que (IdX)−1 = IdX .
No entanto, a inversa de uma func¸a˜o pode ser ela mesma sem que a func¸a˜o seja a identidade.
Um exemplo e´ fornecido pela func¸a˜o de proporcionalidade inversa f : R \ {0} → R \ {0} (a
qual ja´ sabemos ser bijetiva). De fato, como
f (x) = y⇔ 1
x
= y⇔ x = 1
y
,
concluı´mos
f−1(y) = x =
1
y
,
e daı´ f−1 = f . Novamente, fazendo as composic¸o˜es a` direita e a` esquerda, temos
( f−1 ◦ f )(x) = f−1( f (x)) = f−1(1/x) = 1
1/x
= x,
e
( f ◦ f−1)(y) = f ( f−1(y)) = f (1/y) = 1
1/y
= y.
Estes exemplos nos apresentam um regra pra´tica para encontrarmos a func¸a˜o inversa
de uma bijec¸a˜o (IEZZI G., 2001)(p.237): Dada a func¸a˜o f de X em Y , definida pela sentenc¸a
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y = f (x), para obtermos a sentenc¸a que define f−1, procedemos do seguinte modo:
• na sentenc¸a y = f (x) fazemos uma mudanc¸a de varia´vel, isto e´, trocamos x por y e y por
x, obtendo x = f (y).
• transformamos algebricamente a expressa˜o x = f (y), expressando y em func¸a˜o de x para
obtermos y = f−1(x).
Exemplo 5.32. (IEZZI G., 2001)(p.242) Seja a func¸a˜o f de R− em R+, definida por f (x) = x2.
Qual e´ a func¸a˜o inversa de f ?
Soluc¸a˜o: A func¸a˜o dada e´ f (x) = y= x2 com x≤ 0 e y≥ 0. Aplicando a regra pra´tica
temos, permutando as varia´veis
x = y2 com y≤ 0 e x≥ 0.
Expressando y em func¸a˜o de x, obtemos
x = y2⇐ y =√x ou y =−√x.
Considerando que na func¸a˜o inversa f−1 devemos ter y ≤ 0 e x ≥ 0, a lei de corres-
pondeˆncia da func¸a˜o inversa sera´ f−1(x) =−√x.
Fazendo as composic¸o˜es, obtemos:
( f−1 ◦ f )(x) = f−1( f (x)) = f−1(x2) =−
√
x2 = x,
e
( f ◦ f−1)(y) = f ( f−1(y)) = f (−√y) = (−√y)2 = y.
Exemplo 5.33. (IEZZI G., 2001)(p.243) Seja a func¸a˜o bijetora f deR\{2} emR\{1} definida
por
f (x) =
x+1
x−2 .
Qual e´ a func¸a˜o inversa de f ?
Soluc¸a˜o: A func¸a˜o f e´ dada por f (x) = x+1x−2 , com x 6= 2 e y 6= 1. Aplicando a regra
pra´tica, temos:
x =
y+1
y−2 ⇒ xy−2x = y+1⇒ xy− y = 2x+1,
e resolvendo tal equac¸a˜o em y, obtemos
y(x−1) = 2x+1⇒ y = 2x+1
x−1 .
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Portanto, f−1 : R\{1}→ R\{2}, dada por f−1(x) = 2x+1
x−1 .
Fazendo as composic¸o˜es, obtemos:
( f−1 ◦ f )(x) = f−1( f (x)) = f−1
(
x+1
x−2
)
=
2
(x+1
x−2
)
+1
x+1
x−2 −1
=
2x+2+x−2
x−2
x+1−x+2
x−2
=
3x
3
= x,
e
( f ◦ f−1)(y) = f ( f−1(y)) = f
(
2y+1
y−1
)
=
2y+1
y−1 +1
2y+1
y−1 −2
=
2y+1+y−1
y−1
2y+1−2y+2
y−1
=
3y
3
= y.
Exemplo 5.34. (IEZZI G., 2001)(p.245) Seja f a func¸a˜o bijetora de R em R definida por
f (x) =
{
x2−1 se x≥ 0
x−1 se x < 0.
Determine f−1.
Soluc¸a˜o: Notemos que:
10) Se x≥ 0, enta˜o f (x) = y = x2−1, logo y≥−1.
20) Se x < 0, enta˜o f (x) = x−1, logo y <−1.
A func¸a˜o proposta e´
y = x2−1, com x≥ 0 e y≥−1,
ou
y = x−1 com x < 0 e y <−1.
Aplicando a regra pra´tica, permutando as varia´veis, temos:
x = y2−1 com y≥ 0 e x≥−1,
ou
x = y−1 com y < 0 e x <−1.
Expressando y em termos de x, temos:
y =
√
x+1 com y≥ 0 e x≥−1,
ou
y = x+1 com y < 0 e x <−1.
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Logo, a func¸a˜o inversa f−1 de R em R e´ definida por
f−1(x) =
{ √
x+1 se x≥−1
x+1 se x <−1.
Encerraremos esta sec¸a˜o com o seguinte exemplo:
Exemplo 5.35. (IEZZI G., 2001)(p.247) Dadas as func¸o˜es f e g em R, definidas por f (x) =
3x−2 e g(x) = 2x+5, determine a func¸a˜o inversa de g◦ f .
Soluc¸a˜o: Temos duas maneira de resolver esta questa˜o. Na primeira, determinamos
inicialmente g◦ f e em seguida (g◦ f )−1. Temos
(g◦ f )(x) = g( f (x)) = 2 f (x)+5 = 2((3x−2)+2)+5 = 6x+1.
Aplicando a regra pra´tica, temos:
x = 6y+1⇒ y = x−1
6
.
Portanto, (g◦ f )−1(x) = x−16 .
Na segunda soluc¸a˜o, determinamos inicialmente f−1 e g−1 e em seguida ( f−1 ◦g−1),
pois (g◦ f )−1 = f−1 ◦g−1.
Aplicando a regra pra´tica em f (x) = 3x−2 e g(x) = 2x+5, temos:
f−1(x) =
x+2
3
e g−1(x) =
x−5
2
.
Calculando a composic¸a˜o, obtemos
( f−1 ◦g−1)(x) = f−1(g−1(x)) = g
−1(x)+2
3
=
x−5
2 +2
3
=
x−1
6
.
Portanto, f−1 ◦g−1(x) = x−1
6
.
5.4.1 GRA´FICO DE FUNC¸O˜ES INVERSAS
De acordo com (IEZZI G., 2001)(p.238), os gra´ficos cartesianos de uma func¸a˜o f e de
sua func¸a˜o inversa f−1 sa˜o sime´tricos em relac¸a˜o a` bissetriz dos primeiro e terceiro quadrantes
do plano cartesiano.
Nossa primeira observac¸a˜o e´ que se o ponto (a,b) pertence ao gra´fico da func¸a˜o f ,
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enta˜o o ponto (b,a) pertence ao gra´fico da func¸a˜o f−1.Figura fonte: Site Unesp6.
Figura 18: Sistema cartesiano
6http://www.calculo.iq.unesp.br/Calculo1/funcoes-inversas.html
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Demonstrac¸a˜o: Seja o ponto A o ponto (a,0) e O a origem do plano cartesiano.
Considere o triaˆngulo OAP, retaˆngulo em A. Seja A′ o ponto (0,a) e considere o triaˆngulo
OA′Q, retaˆngulo em A′. Pelo crite´rio LLL (lado, lado, lado), tais triaˆngulos sa˜o iguais. Como
o segmento OM e´ a bissetriz do primeiro quadrante, pelo crite´rio LAL (lado, aˆngulo, lado),
os triaˆngulos POM e QOM sa˜o iguais. Logo, temos QM = PM. Ainda, como num triaˆngulo
iso´sceles (triaˆngulo OPQ) a altura e a bissetriz do aˆngulo aposto a` base coincidem, temos que o
segmento QP e´ perpendicular ao segmento OM, conforme querı´amos demonstrar.
Outra maneira de demonstrar:
Para provarmos que os pontos P(a,b) e Q(b,a) sa˜o sime´tricos em relac¸a˜o a` reta r de
equac¸a˜o y= x, bissetriz dos primeiro e terceiro quadrantes, devemos provar que a reta que passa
pelos pontos P e Q e´ perpendicular a` reta r e que as distaˆncias dos pontos P e Q a` reta r sa˜o
iguais. Figura fonte: Site Unesp 7.
Figura 19: Reta bissetriz.
O ponto M, me´dio do segmento PQ, tem coordenadas
(a+b
2 ,
a+b
2
)
e portanto M per-
tence a` reta r. Como M e´ o ponto me´dio do segmento PQ, isto e´, MP = MQ,M ∈ r, esta´ enta˜o
provado que os pontos P e Q equidistam da reta r.
Para provarmos que a reta
←→
PQ e´ perpendicular a` reta r, consideremos o ponto R(c,c)
da reta r, distinto de M, e provemos que o triaˆngulo PMR e´ retaˆngulo em M.
Calculando a medida dos lados do triaˆngulo PMR, encontramos:
PM2 =
(
a− a+b
2
)2
+
(
b− a+b
2
)2
=
(
a−b
2
)2
+
(
b−a
2
)2
= 2
(
a−b
2
)2
7http://www.calculo.iq.unesp.br/Calculo1/funcoes-inversas.html
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MR2 =
(
a+b
2
− c
)2
+
(
a+b
2
− c
)2
= 2
(
a+b
2
− c
)2
PR2 = (a− c)2+(b− c)2
e observamos que
PM2+MR2 = 2
(
a−b
2
)2
+2
(
a+b
2
− c
)2
=
a2−2ab+b2
2
+
a2+2ab+b2
2
= −2(a+b)c+2c2
= a2+b2−2ac−2bc+2c2
= (a2−2ac+ c2)+(b2−2bc+ c2)
= (a− c)2+(b− c)2
= PR2
Na figura abaixo,(fonte:Site Unesp 8), vemos o gra´fico de um func¸a˜o e sua inversa.
Figura 20: Gra´fico da func¸a˜o f e sua inversa f−1
8http://www.calculo.iq.unesp.br/Calculo1/funcoes-inversas.html
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No gra´fico abaixo (Fonte: Site InfoEscola9), temos o gra´fico da func¸a˜o f : R→ R
definida por f (x) = 3x+6 e sua inversa f−1(x) = x−63 , tambe´m definida de R em R
Figura 21: Gra´fico da func¸a˜o f e sua inversa f−1
9http://www.infoescola.com/matematica/funcao-inversa/
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6 PROPRIEDADES COMPLEMENTARES
Neste capı´tulo, apresentaremos mais algumas propriedades de func¸o˜es. Inicialmente
apresentaremos as func¸o˜es pares e ı´mpares, demonstraremos alguns resultados e apresentare-
mos alguns exemplos. Em seguida, trataremos das func¸o˜es perio´dicas, que tem sua principal
caracterı´stica apresentada atrave´s dos seus gra´ficos. Discutiremos a monoticidade de func¸o˜es,
bem como os pontos de ma´ximo e mı´nimo de uma func¸a˜o. Por u´ltimo, apresentaremos atrave´s
de alguns exemplos, o conceito de func¸o˜es definidas implicitamente.
6.1 FUNC¸O˜ES PARES E FUNC¸O˜ES I´MPARES
Comec¸aremos esta sec¸a˜o com a seguinte definic¸a˜o, retirada de
(FLEMMING, 2006)(p.40):
Definic¸a˜o 6.1. Dizemos que uma func¸a˜o f e´ par se, para todo x no domı´nio de f ,
f (−x) = f (x).
O gra´fico de um func¸a˜o par e´ sime´trico em relac¸a˜o ao eixo dos y. Podemos observar
isso no gra´fico1 abaixo, da func¸a˜o f : [−2,2]→ R dada por f (x) = x2−1:
Figura 22: Gra´fico da func¸a˜o f definida por f (x) = x2−1
1Site Brasil Escola
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Temos tambe´m o gra´fico 2 da func¸a˜o f : [−3,3]→ R dada por f (x) = 2x2−6:
Figura 23: Gra´fico da func¸a˜o f definida por f (x) = 2x2−6
Como podemos observar em ambos os gra´ficos, existe uma simetria em relac¸a˜o ao
eixo y. Intuitivamente, e´ como se o gra´fico de um lado do eixo y fosse refletido para formar o
gra´fico do outro lado do eixo. Essa e´, na realidade, uma regra pra´tica que podemos utilizar na
construc¸a˜o de gra´ficos de func¸o˜es pares, basta fazer o gra´fico para os valores de x≥ 0 e refletir
o gra´fico pelo eixo y para obter o gra´fico para valores de x < 0, pois f (−x) = f (x).
Temos agora a definic¸a˜o para func¸o˜es ı´mpares, tambe´m retirada de (FLEMMING,
2006)(p.40):
Definic¸a˜o 6.2. Uma func¸a˜o f e´ ı´mpar se, para todo x no domı´nio de f ,
f (−x) =− f (x).
O gra´fico de uma func¸a˜o ı´mpar e´ sime´trico em relac¸a˜o a` origem. Isso pode ser visto
no gra´fico 3 da func¸a˜o f :−2,−4]rightarrow[−4,4] definida por f (x) = 2x:
Figura 24: Gra´fico da func¸a˜o f definida por f (x) = 2x
2Site Matema´tica Dida´tica
3Site Brasil Escola
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Abaixo, temos o gra´fico4 de mais um exemplo de uma func¸a˜o ı´mpar, a func¸a˜o f :R→
R definida por f (x) = x310 :
Figura 25: Gra´fico da func¸a˜o f definida por f (x) = x
3
10
Pela ana´lise dos gra´ficos acima, podemos observar a simetria em relac¸a˜o a` origem
do sistema cartesiano. Essa e´, graficamente, a principal caracterı´stica de func¸o˜es ı´mpares.
Motivados pelos gra´ficos acima, que apresentaram exemplos de func¸o˜es polinomi-
ais, realizaremos um estudo mais detalhado desse tipo de func¸o˜es, sob a luz da paridade:
Exemplo 6.3. Toda func¸a˜o f : R→ R definida por f (x) = x2n, onde n ∈ N, e´ uma func¸a˜o par,
pois
f (−x) = (−x)2n = x2n = f (x).
Por outro lado, se tivermos f (x) = x2n−1, enta˜o f sera´ uma func¸a˜o ı´mpar, pois
f (−x) = (−x)2n−1 =−x2n−1 =− f (x).
Vale ressaltar que existem func¸o˜es que na˜o sa˜o nem pares nem ı´mpares. Como exem-
plo, consideramos a func¸a˜o f : R→ R definida por f (x) = x3+1. Temos que
f (−x) = (−x)3+1 =−x3+1 6= f (x) e − x3+1 6=− f (x),
portanto, f na˜o e´ nem par nem ı´mpar.
Vamos agora verificar algumas propriedades de operac¸o˜es de func¸o˜es pares e ı´mpares:
Proposic¸a˜o 6.4. Considere f ,g : X → Y , duas func¸o˜es ı´mpares, enta˜o:
a) ( f +g) e´ uma func¸a˜o ı´mpar.
b) ( f −g) e´ uma func¸a˜o ı´mpar.
4Site Matema´tica Dida´tica
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c) ( f .g) e´ uma func¸a˜o par.
d) ( f/g) e´ uma func¸a˜o par.
Demonstrac¸a˜o:
(a) A prova desta propriedade segue diretamente da definic¸a˜o de func¸a˜o ı´mpar:
( f +g)(−x) = f (−x)+g(−x) =− f (x)−g(x) =−( f (x)+g(x)) =−( f +g)(x),
onde utilizamos o fato de f e g serem func¸o˜es ı´mpares.
Para o item (b), temos analogamente
( f−g)(−x)= f (−x)−g(−x)=− f (x)−(−g(x))=− f (x)+g(x)=−( f (x)−g(x))=−( f−g)(x).
Para o item (c), temos
( f .g)(−x) = f (−x).g(−x) = (− f (x)).(−g(x)) = (−1)(−1) f (x)g(x) = f (x)g(x) = ( f g)(x).
E finalmente, para o item (d), temos
( f/g)(−x) = f (−x)
g(−x) =
− f (x)
−g(x) =
f (x)
g(x)
= ( f/g)(x).

Observamos que se f e g forem func¸o˜es pares, enta˜o a soma, a subtrac¸a˜o, a multiplicac¸a˜o
e a divisa˜o sera˜o func¸o˜es pares. Se f for par e g for ı´mpar, enta˜o nada se pode afirmar sobre a
soma e a subtrac¸a˜o, e a multiplicac¸a˜o e a divisa˜o sera˜o ı´mpares.
Temos tambe´m a seguinte propriedade, apresentada como o exercı´cio 10 de (FLEM-
MING, 2006):
Proposic¸a˜o 6.5. Qualquer func¸a˜o f : R→ R pode ser expressa como a soma de uma func¸a˜o
par com uma func¸a˜o ı´mpar.
Demonstrac¸a˜o:
Inicialmente, vamos verificar que a func¸a˜o g definida por g(x) = 12 [ f (x)+ f (−x)] e´ uma func¸a˜o
par:
g(−x) = 1
2
[ f (−x)+ f (−(−x))] = 1
2
[ f (−x)+ f (x)] = g(x).
Agora, vamos verificar que a func¸a˜o h definida por h(x) = 12 [ f (x)− f (−x)] e´ uma func¸a˜o
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ı´mpar:
h(−x) = 1
2
[ f (−x)− f (−(−x))] = 1
2
[ f (−x)− f (x)] = 1
2
(−1)[ f (x)− f (−x)] =−h(x).
Nossa ideia agora e´ enta˜o mostrar que f (x) = g(x)+h(x), onde g e´ par, e h e´ ı´mpar. Assim,
para todo x real, temos
f (x) = g(x)+h(x) =
1
2
[ f (x)+ f (−x)]+ 1
2
[ f (x)− f (−x)] = 1
2
[2 f (x)] = f (x).
Isto conclui a prova.

Para finalizar esta sessa˜o, vamos considerar o seguinte exemplo:
Exemplo 6.6. (NETO, 2012) Seja f :R→R uma func¸a˜o ı´mpar. Decida se a func¸a˜o f ◦ f e´ par,
ı´mpar, ou nem par nem ı´mpar.
Soluc¸a˜o: Para resolver este exercı´cio, vamos aplicar a definic¸a˜o de func¸a˜o ı´mpar a`
composic¸a˜o f ◦ f :
f ◦ f (−x) = f ( f (−x)) = f (− f (x)) =− f ( f (x)) =− f ◦ f (x),
portanto, a composic¸a˜o de uma func¸a˜o ı´mpar com ela mesma e´ tambe´m uma func¸a˜o
ı´mpar. E´ fa´cil perceber que se fizermos a composic¸a˜o da func¸a˜o f ı´mpar, com qualquer outra
func¸a˜o ı´mpar g, a composic¸a˜o tambe´m sera´ uma func¸a˜o ı´mpar.
Neste momento, levantamos a seguinte questa˜o, sera´ que tal propriedade tambe´m e´ verdadeira
para func¸o˜es pares? Suponhamos assim que f seja uma func¸a˜o par, enta˜o
f ◦ f (−x) = f ( f (−x)) = f ( f (x)) = f ◦ f (x),
logo, a composic¸a˜o de uma func¸a˜o par com ela mesma e´ tambe´m um func¸a˜o par. Assim como
considerado acima, a composic¸a˜o de duas func¸o˜es pares quaisquer sera´ sempre uma func¸a˜o par.
6.2 FUNC¸O˜ES PERIO´DICAS
Nesta sec¸a˜o apresentaremos o conceito de func¸a˜o perio´dica, sua caracterizac¸a˜o atrave´s
da ana´lise gra´fica e finalizaremos a sec¸a˜o apresentando alguns exemplos.
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Definic¸a˜o 6.7. (FLEMMING, 2006) Dizemos que uma func¸a˜o f (x) e´ perio´dica se existe um
nu´mero real T 6= 0 tal que f (x+T ) = f (x), para todo x ∈ D( f ).
O nu´mero T e´ chamado perı´odo da func¸a˜o f (x). Em (NETO, 2012), na pa´gina 37, o
exercı´cio proposto 15, define perı´odo como sendo o menor nu´mero real positivo p, tal que f (x+
p) = f (x) para todo x ∈ R. Ainda, o gra´fico de uma func¸a˜o perio´dica se repete a cada intervalo
de comprimento |T |. Sendo assim, observamos que o domı´nio de uma func¸a˜o perio´dica na˜o
pode ser limitado.
Exemplo 6.8. As func¸o˜es trigonome´tricas senx e cosx sa˜o perio´dicas de perı´odo T = 2pi . Po-
demos ver isso atrave´s das propriedades para soma de arcos:
sen(x+2pi) = senxcos2pi+ sen2picosx = senx.1+0.cosx = senx,
e
cos(x+2pi) = cosxcos2pi− senxsen2pi = cosx.1− senx.0 = cosx.
O gra´fico5 das func¸o˜es sen e cos pode ser visto abaixo
Figura 26: Gra´fico das func¸o˜es sen e cos
E´ fa´cil observar que a cada intervalo de comprimento T = 2pi , o gra´fico, tanto da
func¸a˜o senx como da func¸a˜o cosx se repetem. Ainda, e´ importante ressaltar que podemos po-
demos escolher o intervalo de comprimento T comec¸ando em qualquer ponto do gra´fico, na˜o e´
necessa´rio pensar no intervalo T comec¸ando na origem do sistema.
Assim como no caso das func¸o˜es pares e ı´mpares, temos a seguinte proposic¸a˜o que
determina como se comportam as func¸o˜es perio´dicas quando realizamos operac¸o˜es entre elas.
5Site Wikipedia
65
Proposic¸a˜o 6.9. (FLEMMING, 2006)(p.66) Sejam f (x) e g(x) duas func¸o˜es perio´dicas de
perı´odo T . Enta˜o:
a) ( f +g) e´ perio´dica de perı´odo T .
b) ( f −g) e´ perio´dica de perı´odo T .
c) ( f .g) e´ perio´dica de perı´odo T .
d) ( f/g) e´ perio´dica de perı´odo T , assumindo-se que g(x) 6= 0∀x ∈ D(g).
Demonstrac¸a˜o:
(a) Se f e g sa˜o perio´dicas de perı´odo T , enta˜o f (x+T ) = f (x) e g(x+T ) = g(x), logo
( f +g)(x+T ) = f (x+T )+g(x+T ) = f (x)+g(x) = ( f +g)(x),
portanto, ( f + g) e´ perio´dica de perı´odo T . (b)Segue ana´logo ao caso anterior. (c) Neste caso
temos:
( f g)(x+T ) = f (x+T )g(x+T ) = f (x)g(x) = ( f g)(x).
(d) E, finalmente, temos
( f/g)(x+T ) =
f (x+T )
g(x+T )
=
f (x)
g(x)
= ( f/g)(x).

Observamos que como func¸o˜es perio´dicas tem a propriedade de repetir seu gra´fico a
cada comprimento |T | do intervalo, precisamos definir a func¸a˜o perı´odica somente num inter-
valo de comprimento |T |. Como exemplo desta situac¸a˜o, consideremos a func¸a˜o f definida
por
f (x) =

−4x+2 0≤ x < 1
−2 1≤ x < 2
4x−10 2≤ x < 3
2 3≤ x < 4
perı´odica de perı´odo T = 4.
Seu gra´fico6 pode ser visto na figura abaixo. Observe que o gra´fico se repete a cada
intervalo de comprimento T = 4.
6Site Pense Vestibular
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Figura 27: Gra´fico da func¸a˜o f (x)
Terminaremos essa sec¸a˜o com o seguinte exemplo, que mostra que o perı´odo T de uma
func¸a˜o perio´dica e´ o menor nu´mero real (em mo´dulo) para o qual temos f (x+T ) = f (x), ou
seja, se T e´ perı´odo de uma func¸a˜o f enta˜o todo mu´ltiplo de T tambe´m o e´.
Exemplo 6.10. (FLEMMING, 2006) Se f e´ perio´dica de perı´odo T , prove que 3T tambe´m e´
perı´odo de f .
Precisamos mostrar que f (x+3T ) = f (x),∀x∈D( f ), usando o fato de que f (x+T ) =
f (x). Temos enta˜o:
f (x+3T ) = f ((x+2T )+T ) = f (x+2T ) = f ((x+T )+T ) = f (x+T ) = f (x).
6.3 MONOTONICIDADE DE FUNC¸O˜ES
Nesta sec¸a˜o apresentarmos um estudo sobre a monotonicidade de func¸o˜es, pontos
de ma´ximo e pontos de mı´nimo. Tais conceitos sa˜o comumente estudados em maiores detalhes
nos cursos de Ca´lculo Diferencial e Integral, como uma aplicac¸a˜o do conceito de derivac¸a˜o de
func¸o˜es reais. Entretanto, podemos fazer um estudo de tal tema, sem fazer uso do Ca´lculo.
Comec¸amos com a seguinte definic¸a˜o:
Definic¸a˜o 6.11. (NETO, 2012)(p.19) Seja I ⊂ R um intervalo. Uma func¸a˜o f : I→ R e´ dita:
a) crescente se, para todos x1 < x2 em I, tivermos f (x1)< f (x2).
b) decrescente, se para todos x1 < x2 em I, tivermos f (x1)> f (x2).
c) na˜o decrescente, se para todos x1 < x2 em I, tivermos f (x1)≤ f (x2).
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d) na˜o crescente, se para todos x1 < x2 em I, tivermos f (x1)≥ f (x2).
Observamos que o domı´nio pode ser qualquer subconjunto dos reais. De maneira ge-
ral, em qualquer um dos casos acima, dizemos que a func¸a˜o f e´ mono´tona em I. Nas notac¸o˜es
desta definic¸a˜o, vale observar que, para alguns autores, uma func¸a˜o f satisfazendo as condic¸o˜es
do item (a),(respectivamente (b),(c) e (d)) e´ dita estritamente crescente (respectivamente, estri-
tamente decrescente, crescente e decrescente ) (NETO, 2012)(p.19). Observamos ainda que a
ana´lise de tais propriedades numa func¸a˜o real pode ser feita atrave´s do estudo do sinal da deri-
vada da func¸a˜o. Tais ideias sa˜o de grande enfoque nos livros de Ca´lculo Diferencial e Integral.
Exemplo 6.12. (NETO, 2012)(p.19) A func¸a˜o f : R→ R, dada por f (x) = ax+ b e´ crescente
se a > 0 e decrescente se a < 0.
Soluc¸a˜o: Verifiquemos tal afirmac¸a˜o quando a > 0, sendo a ana´lise do caso a < 0
totalmente ana´loga. Sendo x1 < x2 nu´meros reais quaisquer, segue de a > 0 que
f (x2)− f (x1) = ax2+b−ax1−b = a(x2− x1)> 0,
e f e´ crescente.
Tal argumento, calcular o sinal da diferenc¸a f (x2)− f (x1) quando x1 < x2, e´ um dos
me´todos para definir a monotonicidade de uma func¸a˜o.
Em vista da definic¸a˜o acima, um problema interessante e´ o de encontrar os intervalos
de monotonicidade de uma func¸a˜o, isto e´, dada uma func¸a˜o f : I→R, onde I⊂R e´ um intervalo,
investigar em que intervalos f e´ crescente ou decrescente. Vejamos alguns exemplos.
Inicialmente, vamos considerar a func¸a˜o f : R→ R dada por
f (x) =

−2x−1 se x≤−2
3 se −2 < x < 1
2x+1 se x≥ 1
O gra´fico 7 dessa func¸a˜o pode ser visto abaixo:
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Figura 28: Gra´fico da func¸a˜o f
Temos que para o intervalo (−∞,−2], tal func¸a˜o e´ estritamente decrescente, pois neste
caso, para quaisquer x1,x2 ∈ (−∞,−2], com x1 < x2 temos:
f (x2)− f (x1) =−2x2−1− (−2x1−1) =−2(x2− x1)< 0,
ou seja,
f (x2)< f (x1).
Para o intervalo [−2,1), temos que f (x) = 3, ou seja, e´ constante, portanto temos
f (x2)− f (x1) = 0,∀x1,x2 ∈ [−2,1).
Neste caso, podemos dizer que f e´ na˜o decrescente ou na˜o crescente, pois ambas as condic¸o˜es
(c) e (d) da definic¸a˜o acima sa˜o satisfeitas.
Finalmente, para o intervalo [1,+∞), temos, para x1,x2 ∈ [1,+∞),x1 < x2
f (x2)− f (x1) = 2x2+1−2x1−1 = 2(x2− x1)> 0,
portanto, f e´ estritamente crescente neste intervalo.
Como vemos neste exemplo, a monotonicidade de um func¸a˜o pode variar a medida
que variamos o valor de x ∈ D( f ).
Utilizando o conceito de Ca´lculo Diferencial, relembramos que o valor da derivada
de uma func¸a˜o aplicada num ponto nos da´ o valor do coeficiente de inclinac¸a˜o da reta tan-
gente a` curva neste ponto. Tendo isso em mente, quando uma func¸a˜o e` crescente, temos que a
inclinac¸a˜o da reta tangente e´ positiva, e portanto o sinal de sua derivada e´ positiva. Se a func¸a˜o
e´ decrescente, sua reta tangente tem inclinac¸a˜o negativa e o sinal de sua derivada tambe´m e´
negativo.
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Veremos agora mais alguns exemplos sobre a monotonicidade de func¸o˜es.
Exemplo 6.13. (NETO, 2012)(p.20) A func¸a˜o f : [0,+∞)→R dada por f (x) = x2x+2 e´ crescente
em [0,+∞).
Soluc¸a˜o: Para verificar tal afirmac¸a˜o, tome nu´meros reais 0≤ a < b. Enta˜o
f (b)− f (a) = b
2
b+2
− a
2
a+2
=
1
(a+2)(b+2)
[b2(a+2)−a2(b+2)],
e, uma vez que (a+2)(b+2)> 0, basta mostrarmos que b2(a+2)−a2(b+2)> 0. Para tanto,
veja que
b2(a+2)−a2(b+2) = b2a−a2b+2(b2−a2)
= ab(b−a)+2(b−a)(b+a)
= (b−a)[ab+2(b+a)];
como 0 ≤ a < b, segue que ambos os fatores do u´ltimo produto acima sa˜o positivos e, daı´,
b2(a+2)−a2(b+2)> 0.
Exemplo 6.14. (NETO, 2012)(p.20) A func¸a˜o f : R→ R dada por f (x) = x3+2x e´ crescente.
Soluc¸a˜o: De fato, para nu´meros reais quaisquer a < b, temos
f (b)− f (a) = b3−a3+2b−2a
= (b−a)(b2+ba+a2)+2(b−a)
= (b−a)(b2+ab+a2+2).
Como b−a> 0, basta mostrarmos que a2+ab+b2+2> 0; uma possibilidade e´ usar a
desigualdade entre as me´dias quadra´tica e geome´trica, para dois nu´meros, onde
√
a2+b2
2 ≥
√
ab,
logo a2+b2 ≥ 2|ab|. Assim temos que:
a2+b2+ab+2≥ 2|ab|+ab+2≥ |ab|+2 > 0,
onde na penu´ltima passagem utilizamos o fato de que |α|+α ≥ 0, para todo α ∈ R.
Passemos agora para as definic¸o˜es de pontos de ma´ximo e pontos de mı´nimos. Tais
definic¸o˜es esta˜o diretamente relacionadas com o estudo da monoticidade de um func¸a˜o, como
veremos a seguir.
Definic¸a˜o 6.15. (NETO, 2012)(p.21) Sejam I ⊂ R um intervalo e f : I→ R uma func¸a˜o dada.
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Dizemos que y0 ∈R e´ o valor mı´nimo de f em I se as duas condic¸o˜es a seguir forem satisfeitas:
a) Im( f )⊂ [y0,+∞);
b) y0 ∈ Im( f ).
Novamente observamos que o domı´nio pode ser qualquer subconjunto dos reais. Neste
caso, os nu´meros reais x0 ∈ I tais que f (x0) = y0 sa˜o denominados os pontos de mı´nimo da
func¸a˜o f .
Analogamente, definimos o que se entende por valor ma´ximo e ponto de ma´ximo de
uma func¸a˜o f : I → R. Genericamente, os pontos de ma´ximo (resp. mı´nimo) de uma func¸a˜o
sa˜o denominados seus pontos extremos; da mesma forma, os valores que a func¸a˜o assume em
tais pontos sa˜o seus valores extremos(NETO, 2012)(p.22).
Vejamos alguns exemplos de tais situac¸o˜es:
Exemplo 6.16. (NETO, 2012)(p.24) Seja f : [0,+∞)→R a func¸a˜o dada por f (x) = x2+1x+1 . Qual
o valor mı´nimo que f assume? A func¸a˜o f assume um valor ma´ximo?
Soluc¸a˜o: Inicalmente, note que
f (x) =
x2+1
x+1
=
x2−1+2
x+1
= x−1+ 2
x+1
= (x+1)+
2
x+1
−2.
Portanto, aplicando a desigualdade entre as me´dias para dois nu´meros, obtemos
(x+1)+
2
x+1
≥ 2
√
(x+1)
2
x+1
= 2
√
2,
ocorrendo a igualdade se, e somente se, x+1= 2x+1 , isto e´, se e so´ se, x
2+2x−1= 0. Observa-
mos que aqui utilizamos a desigualdade entre as me´dias geome´trica e aritme´tica para nu´meros
reais: se a≥ 0,b≥ 0, nu´meros reais, enta˜o:
√
ab≤ a+b
2
.
Mas, como x ≥ 0, concluı´mos que havera´ igualdade na desigualdade acima se, e so´ se, x =√
2−1. Assim, para x≥ 0 temos
f (x) = (x+1)+
2
x+1
−2≥ 2
√
22,
de sorte que 2
√
2−2 e´ o valor mı´nimo de f , o qual e´ atingido se, e so´ se, x =√2−1. Para o
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que falta observe que, para n ∈N, temos f (n) = n−1+ 2n+1 ≥ n−1 e, daı´, f na˜o assume valor
ma´ximo.
Exemplo 6.17. (NETO, 2012)(p.24)Encontre o ma´ximo da func¸a˜o f : [0,+∞)→ R dada por
f (x) =
√
x
x2+16 .
Soluc¸a˜o: Novamente pela desigualdade entre as me´dias geome´trica e aritme´tica, agora
utilizada com quatro termos, 4
√
abcd ≤ a+b+c+d4 temos
x2+16 = x2+
16
3
+
16
3
+
16
3
≥ 4 4
√
x2 · 16
3
· 16
3
· 16
3
=
32
4
√
27
√
x,
e daı´
f (x) =
√
x
x2+16
≤
4
√
27
32
.
A igualdade ocorre se, e so´ se, x2 = 163 , ou seja, se e so´ se x =
4√
3
(uma vez que x≥ 0). Assim,
4√27
32 e´ o valor ma´ximo de f .
Se tivermos uma func¸a˜o contı´nua definida num intervalo limitado e fechado, enta˜o
necessariamente tal func¸a˜o tera´ um ma´ximo e um mı´nimo (GUIDORIZZI, 2001)(p.139). Ob-
servamos que a func¸a˜o f : [0,3)→ R dada por f (x) = 3x na˜o possui um ponto de ma´ximo,
justamente pelo fato do intervalo que define o domı´nio da func¸a˜o na˜o ser fechado.
6.4 FUNC¸O˜ES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE
Dentre todas as maneiras que ja´ vimos sobre como podemos definir uma func¸a˜o,
vamos ainda considerar as func¸o˜es que podem ser definidas implicitamente por um conjunto
de propriedades (NETO, 2012)(p.44). Consideremos, por exemplo, a func¸a˜o g(x) = x+ 1 e a
func¸a˜o h(x) = x−1. A func¸a˜o f : R→ R dada por f (x) = x2 e´ tal que
f (g(x)) = g(x)2 e f (h(x)) = h(x)2,
ou seja, ela e´ tal que
f (x+1) = (x+1)2 = x2+2x+1 e f (x−1) = (x−1)2 = x2−2x+1.
Assim, temos que a func¸a˜o acima satisfaz, para todo x ∈ R, a relac¸a˜o
f (x+1)− f (x−1) = 4x.
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Podemos tentar reverter os passos acima, perguntando agora quais sa˜o as func¸o˜es f :
R→ R tais que
f (x+1)− f (x−1) = 4x,∀x ∈ R. (14)
E´ claro que a func¸a˜o f (x) = x2 na˜o e´ a u´nica, pois como e´ fa´cil verificar, para qualquer
constante real c a func¸a˜o fc definida por fc(x) = x2+ c tambe´m satisfaz (14).
Como uma func¸a˜o f : R→ R satisfazendo (14) na˜o esta´ dada por seus valores, e sim
por uma relac¸a˜o que deve satisfazer, dizemos que a func¸a˜o esta´ definida implicitamente.(NETO,
2012)(p.44). Notemos que, a partir de (14), podemos descobrir outras relac¸o˜es que a func¸a˜o
satisfaz. Por exemplo, se g : R→ R e´ dada por g(x) = x2, temos
f (g(x)+1)− f (g(x)−1) = 4g(x),
ou ainda,
f (x2+1)− f (x2−1) = 4x2,∀x ∈ R. (15)
Logo, qualquer func¸a˜o que satifaz (14) tambe´m satisfaz (15). Entretanto, a relac¸a˜o
(15) pode na˜o ser muito u´til para ajudar a determinar as func¸o˜es que satisfazem (14). So´
a experieˆncia dira´ que relac¸o˜es obtidas a partir de uma relac¸a˜o inicialmente dada sera˜o u´teis
nesse sentido.(NETO, 2012)(p.45)
Veremos a seguir alguns exemplos de como encontrar todas as func¸o˜es definidas im-
plicitamente por um certo conjunto de relac¸o˜es dadas.
Exemplo 6.18. (NETO, 2012)(45) Se D = R\{−1,0,1}, encontre todas as func¸o˜es f : D→ R
tais que, para todo x ∈ D tenhamos
f (x)2 f
(
1− x
1+ x
)
= 64x.
Soluc¸a˜o: Note antes de tudo que, como x 6= 0, temos f (x)2 f (1−x1+x) 6= 0 para todo
x ∈ D. Em particular, f (x) 6= 0 para todo x ∈ D. Seja agora g(x) = 1−x1+x ,x ∈ D. A definic¸a˜o de
D garante facilmente que g(D)⊂ D, de modo que podemos compor f com g. Assim, para todo
x ∈ D, temos
f (g(x))2 f
(
1−g(x)
1+g(x)
)
= 64g(x). (16)
Substitutindo a expressa˜o de g na relac¸a˜o acima, chegamos a
f
(
1− x
1+ x
)
f
(
1− 1−x1+x
1+ 1−x1+x
)
= 64
(
1− x
1+ x
)
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ou ainda
f
(
1− x
1+ x
)2
f (x) = 64
(
1− x
1+ x
)
,
para todo x∈D. Elevando ao quadrado ambos os membros da relac¸a˜o do enunciado e dividindo
o resultado pela relac¸a˜o acima, obtemos
f (x)3 = 64x2
(
1− x
1+ x
)
,
e daı´,
f (x) = 4 3
√
x2
(
1− x
1+ x
)
.
Ate´ esse ponto, mostramos apenas que, se f existir, deve ser dada por essa expressa˜o.
Temos, pois, de verificar que f , assim definida, realmente satisfaz a relac¸a˜o do enunciado para
todo x ∈ D. Mas tal verificac¸a˜o e´ imediata.
Exemplo 6.19. (NETO, 2012)(p.51) Encontre todas as func¸o˜es f : N→ N tais que, para todos
os naturais m e n, tenhamos
f ( f (m)+ f (n)) = m+n.
Soluc¸a˜o: Provemos primeiramente que f e´ injetiva. Para tanto, sejam m e n naturais tais que
f (m) = f (n) = k. Enta˜o f (2k) = f ( f (n)+ f (n)) = 2n e, analogamente, f (2k) = 2m, de modo
que deve ser m = n.
Seja agora k > 1 natural. De (k−1)+2 = k+1, segue que
f ( f (k−1)+ f (2)) = k+1 = f ( f (k)+ f (1)).
Pela injetividade de f , temos enta˜o f (k−1)+ f (2) = f (k)+ f (1) ou ainda, f (k)− f (k−1) =
f (2)− f (1), para todo nu´mero natural k > 1. Escrevendo essa relac¸a˜o para k = 2,3, ...,n e
somando as igualdades assim obtidas, chegamos a
f (n) = (n−1)( f (2)− f (1))+ f (1),
para todo natural n > 1. Fazendo n = 2 f (1) na relac¸a˜o acima, segue enta˜o que
2 = f ( f (1)+ f (1)) = f (2 f (1)) = (2 f (1)−1)( f (2)− f (1))+ f (1)
ou ainda,
f (2)− f (1) = 2− f (1)
2 f (1)−1 .
Mas f (2)− f (1) e´ inteiro, de modo que 2 f (1)−1 divide 2− f (1). Assim, deve ser 2 f (1)−1≤
|2− f (1)| e e´ fa´cil concluir a partir daı´ que a u´nica possibilidade e´ f (1) = 1, de modo que
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f (2) = 2. Segue enta˜o que f (n) = n, para todo n natural.
Exemplo 6.20. (MORGADO, 2013)(p.78) Recorreˆncia linear na˜o-homogeˆnea de primeira
ordem. Seja xn ∈ R e n ∈ N, resolva a recorreˆncia xn+1 = xn+2n, x1 = 1
Soluc¸a˜o: Temos
x2 = x1+2
x3 = x2+22
x4 = x3+23
... .... ...
xn = xn+1+2n−1
Somando ambos os lados da igualdade, temos o resultado
xn = x1+(2+22+23+ ...+2n−1)
xn = 1+2+22+23+ ...+2n−1
xn = 12
n−1
2−1
xn = 2n−1
Assim temos a regra que permite calcular qualquer termo em func¸a˜o da sua posic¸a˜o na
sequeˆncia dada.
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7 TRANSFORMAC¸O˜ES EM GRA´FICOS
Neste capı´tulo, apresentaremos uma descric¸a˜o de transformac¸o˜es que podem ser feitas
numa func¸a˜o, e quais sa˜o as consequeˆncias destas transformac¸o˜es no gra´fico desta func¸a˜o. Tal
habilidade e´ muito u´til quando desejamos construir o gra´fico de uma func¸a˜o que e´ gerada a
partir de outras. Trataremos das translac¸o˜es, verticais e horizontais, bem como das expanso˜es e
compresso˜es, tambe´m verticais e horizontais. Todos os casos apresentados aqui sera˜o ilustrados
atrave´s de gra´ficos retirados do site Webmat1, da Universidade Federal Fluminense. Entretando,
o texto aqui apresentado e´ de nossa autoria.
7.1 TRANSLAC¸O˜ES
Nesta sessa˜o apresentaremos uma descric¸a˜o de como e´ possı´vel obter o gra´fico de
uma func¸a˜o atrave´s da translac¸a˜o do gra´fico de uma func¸a˜o original dada. Veremos como o
fato de somarmos ou subtrairmos um valor c a` expressa˜o que define uma func¸a˜o pode alterar o
seu gra´fico. Em todos os casos que sera˜o descritos abaixo, consideraremos sempre uma func¸a˜o
gene´rica f definida sobre a reta real R.
a) Translac¸a˜o para a esquerda: Consideremos a func¸a˜o g definida por g(x) := f (x+ c), onde
c ∈ R e c > 0. Neste caso, obtemos o gra´fico da func¸a˜o g atrave´s de um translac¸a˜o de |c|
unidades do gra´fico da func¸a˜o f para a esquerda. Observe que para cada valor x no domı´nio da
func¸a˜o g, temos g(x) = f (x+ c), ou seja, o valor da func¸a˜o g para o valor da abcissa x e´ igual
ao valor da func¸a˜o f para a abcissa x+ c. Como isso e´ va´lido para qualquer x ∈ D(g), temos a
translac¸a˜o do gra´fico para a esquerda. A figura abaixo ilustra essa situac¸a˜o:
1http://www.uff.br/webmat/Calc1_LivroOnLine/Cap01_Calc1.html#I-4_
EsticaComprime
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Figura 29: Gra´fico das func¸o˜es g e f
b) Translac¸a˜o para a direita: Consideremos a func¸a˜o g definida por g(x) := f (x− c), onde
c ∈ R e c > 0. Neste caso, obtemos o gra´fico da func¸a˜o g atrave´s de um translac¸a˜o de |c|
unidades do gra´fico da func¸a˜o f para a direita. Observe que para cada valor x no domı´nio da
func¸a˜o g, temos g(x) = f (x− c), ou seja, o valor da func¸a˜o g para o valor da abcissa x e´ igual
ao valor da func¸a˜o f para a abcissa x− c. Como isso e´ va´lido para qualquer x ∈ D(g), temos a
translac¸a˜o do gra´fico para a direita. A figura abaixo ilustra essa situac¸a˜o:
Figura 30: Gra´fico das func¸o˜es g e f
Observamos que na˜o precisamos considerar os casos quando c ≤ 0, pois eles se
enquadram nos casos anteriores. Para isto, basta observar que se c < 0, enta˜o d = −c > 0.
Logo, f (x− c) = f (x+ d) e f (x+ c) = f (x− d), com d > 0. E obviamente, se c = 0, na˜o ha´
nenhuma translac¸a˜o.
c) Translac¸a˜o para cima: Consideremos a func¸a˜o y definida por y = g(x) := f (x)+ c, onde
c ∈ R e c > 0. Neste caso, obtemos o gra´fico da func¸a˜o g atrave´s de um translac¸a˜o de |c|
unidades do gra´fico da func¸a˜o f para cima. Observe que para cada valor x no domı´nio da
func¸a˜o g, temos g(x) = f (x)+c, ou seja, o valor da func¸a˜o g para o valor da abcissa x e´ igual ao
valor da func¸a˜o f para a abcissa x mais o valor c. Como isso e´ va´lido para qualquer x ∈ D(g),
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temos a translac¸a˜o do gra´fico para cima. A figura abaixo ilustra essa situac¸a˜o:
Figura 31: Gra´fico das func¸o˜es y = g e f
d) Translac¸a˜o para baixo: Consideremos a func¸a˜o y definida por y = g(x) := f (x)− c, onde
c ∈ R e c > 0. Neste caso, obtemos o gra´fico da func¸a˜o g atrave´s de um translac¸a˜o de |c|
unidades do gra´fico da func¸a˜o f para baixo. Observe que para cada valor x no domı´nio da
func¸a˜o g, temos g(x) = f (x)−c, ou seja, o valor da func¸a˜o g para o valor da abcissa x e´ igual ao
valor da func¸a˜o f para a abcissa x menos o valor c. Como isso e´ va´lido para qualquer x ∈D(g),
temos a translac¸a˜o do gra´fico para baixo. A figura abaixo ilustra essa situac¸a˜o:
Figura 32: Gra´fico das func¸o˜es y = g e f
Novamente, como observado acima, na˜o precisamos considerar os casos quando c≤ 0.
Basta apenas considerar, se c < 0, d = −c > 0 e portanto f (x)− c = f (x)+ d e f (x)+ c =
f (x)−d, ambos os casos com d > 0.
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Observamos que os gra´ficos das func¸o˜es sen e cos sa˜o ideˆnticos, apenas diferem por
uma translac¸a˜o horizontal de comprimento pi . O gra´fico2 das func¸o˜es sen e cos pode ser visto
abaixo
Figura 33: Func¸o˜es sen e cos
Exemplo 7.1. Como exemplo, vamos considerar a func¸a˜o f definida por f (x) = x2 e fazer as
seguintes translac¸o˜es: primeiro, definimos a func¸a˜o g como g(x) = (x−1)2, que translada em
uma unidade para a direita a func¸a˜o f . Em seguida, definimos a func¸a˜o h(x) = (x−1)2−1, que
translada para baixo em uma unidade a func¸a˜o g. Logo, a func¸a˜o h translada para a direita e
para baixo a func¸a˜o original f , ambas translac¸o˜es de uma unidade. A ilustrac¸a˜o deste exemplo
pode ser vista abaixo:
Figura 34: Gra´fico das func¸o˜es f ,g e h
Para finalizar esta sessa˜o, vamos observar o que acontece com os pontos de ma´ximo e
mı´nimo de uma func¸a˜o quando fazemos translac¸o˜es na mesma. Pelo exemplo anterior, observa-
mos que quando fazemos a translac¸a˜o horizontal, o ponto de mı´nimo acompanha a translac¸a˜o.
O ponto de mı´nimo da func¸a˜o f (x) = x2 e´ zero, e o ponto de mı´nimo da func¸a˜o g(x) = (x−1)2
2Site Wikipedia
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e´ x = 1. Logo, o ponto de mı´nimo tambe´m foi transladado em uma unidade para a direita. En-
tretanto, observamos que o valor mı´nimo da func¸a˜o na˜o foi alterado, em ambos os caso, o valor
mı´nimo continuou sendo f (0) = g(1) = 0. De maneira geral, temos que se f (x0) =m0, ou seja,
se x0 e´ um ponto de mı´nimo de uma func¸a˜o f , enta˜o se g(x) = f (x− c), temos que
g(x0+ c) = f (x0+ c− c) = f (x0) = m0,
ou seja, x = x0+ c e´ ponto de mı´nimo para g, com valor mı´nimo m0, o mesmo da func¸a˜o f .
Ja´ quando realizamos a translac¸a˜o vertical, o ponto de mı´nimo na˜o se alterou, perma-
neceu em x = 1 mas o valor mı´nimo se alterou. Para a func¸a˜o h, temos que o valor mı´nino e´
h(1) = −1, enquanto que para a func¸a˜o g, temos g(1) = 0. Logo, o valor mı´nimo sofreu uma
translac¸a˜o para baixo, em uma unidade, assim como a func¸a˜o. Generalizando, se g(x)= f (x)−c
e f (x0) = m0 e´ um ponto de mı´nimo, enta˜o x0 e´ tambe´m um ponto de mı´nimo para g, mas o
valor mı´nimo e´ agora g(x0) = m0− c.
7.2 COMPRESSO˜ES E EXPANSO˜ES
Trataremos agora das compresso˜es e das expanso˜es, tanto das verticais como das
horizontais. Neste caso, observaremos o que acontece com o gra´fico de uma func¸a˜o quando
multiplicamos ou dividimos a expressa˜o que a define por um nu´mero real positivo, tanto a
expressa˜o como um todo, como quando fazemos essa multiplicac¸a˜o ou divisa˜o no argumento
da func¸a˜o.
a) Compressa˜o horizontal: Consideremos a func¸a˜o y definida por y = g(x) := f (cx), onde
c ∈ R e c > 1. Neste caso, obtemos o gra´fico da func¸a˜o g atrave´s de uma compressa˜o
horizontal no gra´fico da func¸a˜o f . Observe que para cada valor x no domı´nio da func¸a˜o
g, temos g(x) = f (cx), ou seja, o valor da func¸a˜o g para o valor da abcissa x e´ igual ao
valor da func¸a˜o f para a abcissa cx. Como isso e´ va´lido para qualquer x ∈ D(g), temos
uma compressa˜o horizontal do gra´fico. A figura 35 ilustra essa situac¸a˜o:
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Figura 35: Gra´fico das func¸o˜es f e g
Pelo gra´fico acima, podemos observar que os valores de ma´ximo e de mı´nimo da func¸a˜o
na˜o se alteraram, mas os pontos de ma´ximo e de mı´nimo foram alterados pelo fator c.
b) Compressa˜o vertical: Consideremos a func¸a˜o y definida por y= g(x) := f (x)c , onde c∈R
e c > 1. Neste caso, obtemos o gra´fico da func¸a˜o g atrave´s de uma compressa˜o vertical
no gra´fico da func¸a˜o f . Observe que para cada valor x no domı´nio da func¸a˜o g, temos
g(x) = f (x)c , ou seja, o valor da func¸a˜o g para o valor da abcissa x e´ igual ao valor da
func¸a˜o f para a abcissa x, dividido por c. Como isso e´ va´lido para qualquer x ∈ D(g),
temos uma compressa˜o vertical no gra´fico. A figura 36 ilustra essa situac¸a˜o:
Figura 36: Gra´fico das func¸o˜es f e g
Ja´ neste caso, observamos que os pontos de ma´ximo e de mı´nimo na˜o se alteraram, mas
os valores de ma´ximo e de mı´nimo sofreram uma alterac¸a˜o pelo fator c.
81
c) Expansa˜o horizontal: Consideremos a func¸a˜o y definida por y = g(x) := f (xc), onde
c ∈ R e c > 1. Neste caso, obtemos o gra´fico da func¸a˜o g atrave´s de uma expensa˜o
no gra´fico da func¸a˜o f . Observe que para cada valor x no domı´nio da func¸a˜o g, temos
g(x) = f (xc), ou seja, o valor da func¸a˜o g para o valor da abcissa x e´ igual ao valor da
func¸a˜o f para a abcissa x/c. Como isso e´ va´lido para qualquer x ∈ D(g), temos uma
expansa˜o horizontal no gra´fico.
Figura 37: Gra´fico das func¸o˜es f e g
Pelo gra´fico acima, podemos observar que os valores de ma´ximo e de mı´nimo da func¸a˜o
na˜o se alteraram, mas os pontos de ma´ximo e de mı´nimo foram alterados pelo fator c. Isso
ocorre pelo fato de que se f (x0) = A e´ um ponto de ma´ximo, enta˜o g(x0/c) = f (cx0/c) =
A, ou seja, o ponto muda com o fator c, mas o valor da func¸a˜o na˜o se altera.
d) Expansa˜o vertical: Consideremos a func¸a˜o y= g(x) := c f (x), onde c∈R e c > 1. Neste
caso, obtemos o gra´fico da func¸a˜o g atrave´s de uma expensa˜o no gra´fico da func¸a˜o f .
Observe que para cada valor x no domı´nio da func¸a˜o g, temos g(x) = c f (x), ou seja, o
valor da func¸a˜o g para o valor da abcissa x e´ igual ao valor da func¸a˜o f para a abcissa x,
multiplicado por c > 1. Como isso e´ va´lido para qualquer x ∈D(g), temos uma expansa˜o
horizontal no gra´fico.
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Figura 38: Gra´fico das func¸o˜es f e g
Ja´ neste caso, observamos que os pontos de ma´ximo e de mı´nimo na˜o se alteraram, mas
os valores de ma´ximo e de mı´nimo sofreram um alterac¸a˜o pelo fator c.
Antes de apresentarmos um exemplo, ressaltamos que se tivermos a constante c ∈ R
entre zero e um, isto e´, 0 < c < 1, teremos enta˜o que existe d > 1 tal que c = 1/d. E assim, ao
inve´s de uma expansa˜o, teremos uma compressa˜o, e vice e versa.
Exemplo 7.2. Como exemplo do que vimos, consideremos a func¸a˜o F definida por F(x) =
4− x2. Vamos fazer o gra´fico:
a) da compressa˜o horizontal y = F(2x)
b) da expansa˜o horizontal y = F(x/2)
c) da compressa˜o vertical y = F(x)/2
d) da expansa˜o vertical y = 2F(x).
Para o item (a), temos:
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Figura 39: Gra´fico das func¸o˜es do item a)
Para o item (b), temos:
Figura 40: Gra´fico das func¸o˜es do item b)
Para o item (c), temos:
Figura 41: Gra´fico das func¸o˜es do item c)
Para o item (d), temos:
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Figura 42: Gra´fico das func¸o˜es do item d)
Observamos que um estudo mais detalhado sobre a construc¸a˜o de gra´ficos pode ser
feito utilizando-se as ferramentas do Ca´lculo Diferencial e Integral. Em particular a derivada
possui diversas aplicac¸o˜es na construc¸a˜o de gra´ficos de func¸o˜es reais.
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8 CONCLUSA˜O
No decorrer do texto aqui apresentado, pudemos rever o conceito de func¸a˜o, em di-
versas definic¸o˜es, bem como uma se´rie de propriedades que caracterizam o seu comportamento.
E´ claro que existem ainda diversos to´picos relacionados ao estudo de func¸o˜es que na˜o foram
aqui incluı´dos, como por exemplo, um estudo sobre as func¸o˜es trigonome´tricas. Mas, como
mencionado na introduc¸a˜o, espera´vamos aqui fazer uma obordagem um pouco diferente da ge-
ralmente apresentada nos livros universita´rios. Acreditamos ter obtido sucesso no nosso obje-
tivo principal que era elaborar um material dida´tico de apoio para o professor de matema´tica da
educac¸a˜o ba´sica. Um material de fa´cil leitura, com explicac¸o˜es detalhadas e diversos exemplos
para facilitar a compreeensa˜o dos conteu´dos.
Um projeto seguinte para este trabalho, e´ a utilizac¸a˜o deste material como base para
cursos de formac¸a˜o continuada de professores. A promoc¸a˜o de tais cursos ajudara´ a divulgar a
pesquisa aqui realizada, e a levara´ para o contato direto com o professor, que foi o alvo principal
deste trabalho.
Em resumo, considerando-se tudo o que foi estudado para a realizac¸a˜o desta dissertac¸a˜o,
bem como ao longo dos anos das disciplinas do PROFMAT, concluı´mos que o professor de
matema´tica nunca pode se acomodar e deixar de estudar, pois conceitos matema´ticos podem
evoluir, bem como a maneira como os trabalhamos dentro da sala de aula pode ser sempre
aprimorada, de maneira a potencializar o aprendizado do aluno.
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